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SESSIO 1

Nom: Sistemes de coordenades i operador gradient
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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OBJECTIUS

En aquesta sessié ens familiaritzarem amb els sistemes de coordenades basics que
ens permeten representar magnituds vectorials a I'espai i amb un operador matematic
fonamental per a entendre el formalisme matematic que envolta I'electromagnetisme,
I'operador gradient.

CONTINGUTS

En aquesta sessié revisarem els tres sistemes de coordenades basics que utilitzarem
durant el curs: el cartesia, el cilindric i I'esferic. També estudiarem les propietats i el
significat de I'operador gradient.

1. Fonaments matematics

1.1. Sistemes de coordenades ortogonals

1.1.1. Sistema de coordenades cartesianes

Un sistema de coordenades ens permet identificar punts de I'espai, i orientacions de
vectors. Per tant, per a modelar matematicament qualsevol fenomen fisic caldra
establir primer un sistema de coordenades sobre el qual situar tots els elements que hi
intervenen.

El sistema de coordenades cartesianes

El sistema de coordenades cartesianes és el sistema de coordenades més intuitiu que
existeix. Situa punts de I'espai en relacio a tres eixos ortogonals fixes, i vectors en
'espai descomponent-los en les seves components respecte de tres vectors base
unitaris paral-lels als eixos ortogonals. Sobre aquest sistema de coordenades,
productes escalars, vectorials, diferencials de volum i de longitud prenen les seves
expressions més senzilles.

» [Cheng1997], pagines 22 a 28



LaSuIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

1.1.2. Sistema de coordenades cilindriques

Un altre sistema de coordenades forca emprat és el sistema de coordenades
cilindriques, que és util per tractar de manera senzilla problemes amb simetria de
revolucio respecte d’un eix.

El sistema de coordenades cilindriques

El sistema de coordenades cilindriques, com qualsevol altre sistema de coordenades,
permet situar punts de I'espai de manera univoca i especificar els moduls, direccions i
sentits de magnituds vectorials descomponent-los en les seves components respecte
de tres vectors base unitaris que ara, pero, dependran del punt de lI'espai on es
calculin. També ens permet especificar diferencials de longitud i de volum. Es
important saber deduir la relacié entre punts i vectors especificats en sistemes de
coordenades cartesianes i cilindriques.

» [Cheng1997], pagines 28 a 33

1.1.2. Sistema de coordenades esféeriques

El darrer sistema de coordenades que emprarem en aquest curs és el sistema de
coordenades esferiques, util per tractar de manera senzilla problemes amb simetria
esférica.

El sistema de coordenades esferiques

El sistema de coordenades esfériques és util per tractar de manera senzilla problemes
amb simetria de revolucié respecte d'un punt. Com qualsevol altre sistema de
coordenades, permet situar punts de l'espai de manera univoca i especificar els
moduls, direccions i sentits de magnituds vectorials descomponent-los en les seves
components respecte de tres vectors base unitaris que ara, perd, dependran del punt
de I'espai on es calculin. També ens permet especificar diferencials de longitud i de
volum. Es important saber deduir la relaci® entre punts i components vectorials
especificats en sistemes de coordenades cartesianes i esfériques.

= [Cheng1997], pagines 33 a 38

1.2. Operadors vectorials

1.2.1. L'operador gradient

Els operadors vectorials permeten expressar de manera compacta relacions
diferencials entre magnituds fisiques molt complexes. L’operador gradient ens déna
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informacio sobre la variabilitat d'un camp escalar definit a I'espai i ens permetra, durant
el curs, definir un concepte electromagneétic tant important com és el potencial eléctric,
del qual es deriva el concepte de tensio.

Gradient d’'un camp escalar

Donat un camp escalar que assigna a un punt de I'espai una determinada magnitud
fisica, I'operador gradient ens indica en quina direccié de I'espai aquesta magnitud
varia de manera maxima i, de manera indirecta a través de la seva relacio amb la
derivada direccional, com varia en qualsevol altra direccié de I'espai. La simbologia de
I'operador gradient (VV) prové de la seva formulacié en coordenades cartesianes:

VV =a0V(x,y,z)+a0V(x,y,z)+a,0.V(x,y,z)=

— (2,0, +2,0, +2,0.)-V(x,5,2) = V-V (x,,2)
Tot i que s'utilitza la mateixa simbologia en qualsevol altre sistema de coordenades
(per a cada nou sistema de coordenades, cal conéixer la formula adequada per a

calcular l'operador gradient), cal coneixer les formules per al gradient en els tres
sistemes de coordenades basics.

ox oy oz
ﬁf — p\i + Aii 4 2%
op Yool 0z
ﬁf:fz_k Ali_FLi
or rof r-sin(@) o0¢

» [Cheng1997], pagines 39 a 41 i pagina 474

RESUM

En aquesta sessié hem recordat alguns temes fonamentals per a abordar de manera
rigorosa I'analisi del fenomen electromagneétic, com son els sistemes de coordenades
basics i 'operador gradient.
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SESSIO 2

Nom: Els operadors divergéncia i rotacional
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En la sessié anterior vam estudiar els sistemes de coordenades meés importants en
I'electromagnetisme i 'operador gradient, que era fruit d’aplicar les derivades espacials
a un camp escalar.

OBJECTIUS

En aquesta sessio aplicarem les derivades espacials a un camp vectorial, d’aqui en
sortiran dos nous operadors: la divergéncia i el rotacional. També estudiarem els
significats que tenen aquests operadors tan importants en I'electromagnetisme.

CONTINGUTS

En aquesta sessidé s’estudiaran els operadors divergéncia i rotacional d’'un camp
vectorial i els seus significats, introduint préviament els conceptes de flux i circulacié.

1.2.2. Divergéncia d'un camp vectorial

Camp vectorial

Un camp vectorial és una funcié que assigna un vector a un punt de l'espai. Per
exemple, en coordenades cartesianes, aquest seria un camp vectorial:

V(x,y,2) =V, (x,y,x)a +V (x,y,x)a, +V (x,y,x)a,

Linies de flux d’'un camp vectorial

Les linies de flux indiquen la direccié del camp en cada punt de I'espai, per tant, el
camp en un punt sera tangent a la linia de flux que passa per aquell punt. La magnitud
del camp es representa o bé segons la densitat de linies de flux o bé segons la
longitud de les linies de flux.

» [Cheng1997], pagina 43
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Flux d’'un camp vectorial

El flux d’'un camp vectorial A a través d’'una superficie S es defineix com:

Flux:LA-ds

i indica la intensitat del camp que hi ha perpendicularment a la superficie S. Si la
superficie és tancada, llavors definim el flux com:

Flux = &SA-ds

on el vector s es pren apuntant cap a I'exterior de la superficie.

» [Cheng1997], pagines 43-44

Divergencia d’'un camp vectorial

La divergéncia d’'un camp vectorial A en un punt és el flux net de sortida de A per
unitat de volum, quan el volum que envolta el punt tendeix a zero.

La divergéncia ens indica si en el punt en questid hi ha generacié o destruccié de
camp. Si la divergéncia neta és positiva indica que en el punt hi ha una font camp,
mentre que si la divergéncia és negativa hi ha un embornal (o font negativa) de camp.
Com veurem meés endavant, que la divergéncia valgui zero, no indica forcosament que
no hi hagin fonts en aquell punt.

La simbologia de la divergéncia en coordenades cartesianes és la seglent:

04, 04 A
divA=V-A=—+ y+az
ox oy Oz

com en el cas del gradient I'expressio de la divergéncia en qualsevol altre sistema de
coordenades sera diferent.

e 1D | dFy  OF

VE —i— (rF, )+ —— LI —=

ror r oo 07
S B l ) _ ok
VI e —— (1“ B, )+ - : (s B)kgy )+ - ¢
r= or Sor-sind H) o r-sinf 0) oo

= [Cheng1997], pagines 43-48, pagines 474-475

10
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Camp solenoidal

Un camp solenoidal és aquell camp vectorial la divergéncia del qual és igual a zero en
tots els punts de I'espai.

» [Cheng1997], pagina 48

1.2.3. Rotacional d’'un camp vectorial

En I'apartat anterior hem vist que la divergéncia ens indicava la preséncia de fonts de
flux, perd existeixen un altre tipus de fonts que la divergéncia és incapac¢ de detectar:
les fonts de vortex. Aquest tipus de fonts generen la circulacié d’'un camp vectorial al
seu voltant i poden ser detectades mitjangant el rotacional.

Circulacié d'un camp vectorial

La circulaciéo d’'un camp vectorial A al voltant d’'una trajectoria tancada C es defineix
com:

Circulacio = §CA -dl

i indica el treball que realitzaria el camp A en fer circular una particula unitaria sobre la
trajectoria tancada C.

= [Cheng1997], pagines 52-54

Rotacional d’'un camp vectorial

El rotacional d’'un camp vectorial A en un punt és un vector la magnitud del qual és la
circulacié neta maxima d’A per unitat de superficie quan la superficie tendeix a zero, i
la direccié normal a la superficie quan aquesta esta orientada de tal manera que la
circulacio és maxima.

La simbologia del rotacional en coordenades cartesianes és la seguent:

a, a, a,
04 04
rotA=VxA=a_ o4, %4, +a (%—%)+az y 04, :i 2 0
oy 0z Woz  ox ox 0Oy ox 0y Oz
A4, A, A,

Com en el cas del gradient i de la divergéncia I'expressioé del rotacional en qualsevol
altre sistema de coordenades sera diferent.
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= [Cheng1997], pagines 54-59, pagines 474-475

Camp irrotacional o conservatiu

Un camp irrotacional o conservatiu és aquell camp vectorial el rotacional del qual és
igual a zero en tots els punts de I'espai.

= [Cheng1997], pagina 59

RESUM

En aquesta sessio hem estudiat dos operadors: la divergéncia i el rotacional d’'un camp
vectorial. Aquests dos operadors ens permetran determinar la generacio i destruccié

de camp.
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SESSIO 3

Nom: Teoremes de I'analisi vectorial
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:

= [Cheng1997]

3

o8

7 7
0.0 0.0

3

o8

7 7
0.0 0‘0

7
0.0

PRECEDENTS

En les sessions anteriors vam estudiar els operadors vectorials gradients d’'un camp
escalar i divergéncia i rotacional d’'un camp vectorial.

OBJECTIUS

En aquesta sessio utilitzarem els operadors vectorials per estudiar diversos teoremes i
identitats vectorials que ens seran molt utils a l'hora d’analitzar els camps
electromagneétics.

CONTINGUTS

En aquesta sessid s’estudiaran els teoremes de Gauss i de Stokes, aixi com altres
identitats vectorials relacionades amb els operadors vectorials.

1.3. Teoremes de |I'analisi vectorial

1.3.1. Teorema de Gauss o de la divergéncia

Teorema de Gauss o de la divergéencia

El teorema de la divergéncia, també anomenat teorema de Gauss, diu que la integral
de volum de la divergéncia d’'un camp vectorial és igual al flux total del vector a través
de la superficie que limita el volum. Expressat matematicament:

va - Adv = §SA . ds

El teorema de Gauss és molt Gtil en I'analisi vectorial, ja que converteix una integral de
volum de la divergéncia d’'un vector en una integral de superficie tancada del vector, i
viceversa.
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» [Cheng1997], pagines 48-52

1.3.2. Teorema de Stokes

Teorema de Stokes

El teorema de Stokes diu que la integral de superficie del rotacional d’'un camp
vectorial sobre una superficie oberta és igual a la integral de linia tancada del vector al
llarg del contorn que limita la superficie. Expressat matematicament:

[[(VxA)-ds=fA-a

El teorema de Stokes converteix una integral de superficie del rotacional d’un vector
en una integral de linia, i viceversa.

= [Cheng1997], pagines 59-61

1.3.3. Identitats vectorials

En aquest apartat estudiarem dues identitats molt importants que soén fruit de
I'aplicacio de I'operador nabla, també anomenat operador del, diverses vegades.

Identitat I

Aquesta identitat diu que el rotacional del gradient de qualsevol camp escalar val zero.
Matematicament:

Vx(VV)=0
La versio integral de la igualtat anterior és la seglent:
§CVV -dl=0

Com a consequéncia de la igualtat anterior es pot demostrar que si un camp vectorial
€s conservatiu, llavors existira un camp escalar, el gradient del qual sera igual al camp
vectorial.

Si(VxE=0)=3V|VV =-E

= [Cheng1997], pagina 62
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Identitat 11

Aquesta identitat diu que la divergéncia del rotacional de qualsevol camp vectorial val
zero. Matematicament:

V- (VxA)=0
La versié integral de la igualtat anterior és la seguent:

ffS(VxA)-dSEO

Com a consequéncia de la igualtat anterior es pot demostrar que si un camp vectorial
és solenoidal, llavors existira un altre camp vectorial, el rotacional del qual sera igual al
primer camp vectorial.

Si(V-B=0)=>3A|VxA=B

= [Cheng1997], pagines 63-64

Teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz diu que un camp vectorial esta perfectament determinat si
coneixem la seva divergéncia i el seu rotacional en tots els punts de 'espai. Aixo vol
dir que coneixem totes les seves fonts.

» [Cheng1997], pagina 65

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat dos teoremes molt importants en I'analisi vectorial: els
teoremes de Gauss i de Stokes, aixi com algunes igualtats vectorials també de molta
utilitat.
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SESSIO 4

Nom: Camps eléctrics estatics |

Tipus: tedrica

Format: no presencial

Durada: 2 hores

Dedicacié: 3 hores

Treball a lliurar: no

Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les tres primeres sessions hem estudiat les eines matematiques que ens permetran
a partir d’ara 'estudi dels camps electromagnétics.

OBJECTIUS

En aquesta sessio s’introduiran els camps eléctrics estatics, comencgant per les lleis
fonamentals de I'electrostatica, de les quals en sessions posterior podrem extreure’n el
comportament d’aquest tipus de camps.

CONTINGUTS

En aquesta sessidé s’estudiara el concepte d’intensitat de camp eléctric i les lleis
generals del camp electrostatic, tant en forma diferencial com en forma integral.

2. Camps eléctrics i magnetics estatics

2.1. Camps electrics estatics

2.1.1. Introducciod als camps eleéectrics estatics

Introduccio als camps electrics estatics

La electrostatica és I'estudi dels efectes de les carregues eléctriques en repos i dels
camps electrics que no canviem amb el temps.

L’efecte dels camps eléctrics estatics és present en la vida quotidiana, per exemple
quan salta una guspira en baixar del cotxe i tocar el metall de la porta, o quan ens
traiem algunes peces de roba. Aquest efecte va ser estudiat per Charles Augustin
Coulomb a finals del segle XVIII, arribant a la famosa llei de Coulomb.

» [Cheng1997], pagines 72-73
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2.1.2. Lleis generals del camp electrostatic

Intensitat de camp eléctric

La intensitat de camp eléctric és la for¢a F per unitat de carrega que experimenta una
carrega q de prova estacionaria molt petita al col-locar-se en una regié on hi ha un
camp eléctric E.
F
E=lim—

qg—0 q

» [Cheng1997], pagina 74

Desplacament electric

El desplagament eléctric o densitat de flux eléctric D és el producte del camp eléctric E
en un punt per la permitivitat € en el mateix punt.

D=c¢-E

Lleis generals del camp eléctric en forma diferencial

Els dos principis basics de I'electrostatica especifiquen la divergéncia i el rotacional del
camp eléctric E. Aquests dos principis en l'espai lliure s’expressen de la seglent
manera:

V-E:'Ov
80
VxE=0

L’equacio del rotacional indica que el camp electrostatic és conservatiu o irrotacional.
Mentre que la llei de la divergéncia del camp eléctric ens indica la relacié que existeix
entre el camp eléctric i la densitat volumétrica de carrega pv. Aquestes dues lleis ens
serviran per trobar les altres lleis de I'electrostatica.

» [Cheng1997], pagines 74-75
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Lleis generals del camp electric en forma integral

Per a resoldre determinats problemes ens interessa tenir les relacions anteriors
expressades en forma integral. Aquestes son:

o

&

SBCE-dl:O

SBSE'dSZ

La primera relacié és 'anomenada Llei de Gauss, que estudiarem més endavant, i la
segona ens diu que la circulacié del camp eléctric estatic al llarg d’'una trajectoria

tancada és zero.

» [Cheng1997], pagines 75-76

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat les lleis generals del camp electrostatic, aquestes lleis
tenen dues versions: la diferencial i la integral. A partir d’aquestes llei podrem deduir

totes les altres lleis de I'electrostatica.
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SESSIO 5

Nom: Camps eléctrics estatics Il
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En la sessi6 anterior vam fer una introduccioé al camp eléctric estatic i vam enunciar les
lleis generals del camp electrostatic.

OBJECTIUS

A partir de les lleis generals del camp electrostatic, en aquesta sessié deduirem la llei
de Coulomb, estudiarem les aplicacions que aquesta té i finalment analitzarem la llei
de Gauss.

CONTINGUTS

Deduirem la llei de Coulomb de les lleis generals del camp electrostatic i a partir
d’aquesta llei s’estudiara la manera de determinar el camp generat per distribucions de
carregues. Finalment estudiarem la llei de Gauss.

2.1.3. La llei de Coulomb

Deduccio de la llei de Coulomb a partir de la de Gauss

A partir de la llei de Gauss exposada anteriorment, i suposant una carrega puntual, q,
es pot arribar a trobar el camp eléctric generat per aquesta carrega en qualsevol punt
de l'espai:
q
4re R’

AR

on R és la distancia entre la carrega i el punt on volem calcular el camp i ag un vector
unitari en la direccié de la recta que uneix aquests punts. A partir del camp eléctric
podrem trobar facilment la forca entre dues carregues utilitzant la propia definicio
d’intensitat de camp eléctric.

= [Cheng1997], pagines 76-78
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La llei de Coulomb

La forga entre dues carregues puntuals és proporcional al producte de les carregues i
inversament proporcional al quadrat de la distancia que les separa.

9.4,

F=
4re, R’

ag

Cal fixar-se que quan les carregues sén de la mateixa polaritat, la forga és repulsiva, i
quan son de polaritat inversa, la forca és atractiva.

= [Cheng1997], pagines 79-80

2.1.4. Camp electric generat per distribucions de
carregues

Camp eléctric generat per un sistema de carregues
discretes

Donat que el camp eléctric és una funcio lineal, podem trobar el camp eléctric en un
punt a partir de la suma dels camps generats per cadascuna de les carregues:

_ 1 < Qk(R_R;()
4re, i ‘R—R;(r

» [Cheng1997], pagina 81

Camp eléctric generat per una distribucio continua de
carrega

Igual que en el cas de carregues discretes, podem trobar el camp generat per una
distribucio continua de carrega. En aquest cas perd, haurem d’integrar la distribucio de

carrega. Pel cas d’una distribucié amb una densitat volumétrica de carrega ©»

! Py
E = py J.V'aR 22 dv

Pel cas d’una distribucié amb una densitat superficial de carrega s :

1 Ps o
b= dre, L'aR R’ &
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Pel cas d’una distribucié amb una densitat lineal de carrega £

_ 1 pl '
b= 4re, IL‘ r Fdl

» [Cheng1997], pagines 81-84

2.1.5. La llei de Gauss

La llei de Gauss

La llei de Gauss diu que el flux de sortida total del camp E a través de qualsevol
superficie tancada és igual a la carrega total tancada per la superficie dividida per la

permitivitat.
§ E-ds = 9
S &

o

La llei de Gauss és molt util per calcular el camp eléctric de distribucions de carrega
que siguin facilment integrables en una superficie que s’anomena superficie
gaussiana.

» [Cheng1997], pagines 85-90

RESUM

En aquesta sessié hem deduit i estudiat la llei de Coulomb. Després hem generalitzat
aquesta llei pel cas de diverses distribucions de carregues i finalment hem estudiat la
llei de Gauss.
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SESSIO 6

Nom: Potencial electrostatic
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anterior hem estudiat les lleis generals dels camps eléctrics estatics,
de les quals vam deduir la llei de Coulomb, util per calcular la forca entre dues
carregues.

OBJECTIUS

En aquesta sessid definirem el concepte de potencial electrostatic, que com veurem
esta relacionat amb el camp eléctric a través del gradient. El potencial electrostatic
permetra una visi6 alternativa del camp eléctric, basada en un camp escalar.

CONTINGUTS

En aquesta sessid s’estudiara el concepte de potencial electrostatic, el potencial
electrostatic generat per distribucions de carregues, i finalment les equacions de
Poisson i Laplace, que son les que regeixen el potencial electrostatic.

2.2. Potencial electrostatic

2.2.1. Definicio del potencial electrostatic

Definicio de potencial electrostatic

El camp electrostatic és irrotacional, per tant podem definir un escalar anomenat
potencial electrostatic, V, el gradient del qual sigui igual al camp eléctric.

E=-VV

Normalment treballar amb escalars és més facil que amb vectors, per tant si volem
trobar el camp eléctric, primer podem buscar el potencial, i derivant podrem trobar el
camp.

» [Cheng1997], pagina 90
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Diferencia de potencial a partir del camp electrostatic

La diferéncia de potencial entre dos punts esta relacionada amb el treball necessari
per moure una carrega sotmesa a un camp eléctric entre els dos punts. La diferéncia
de potencial entre dos punts la podem expressar de la seglient manera:

V,~V,=-[ E-a

Per conéixer el potencial en un punt, necessitem un potencial de referéncia.
Normalment utilitzem com a referéncia un potencial zero a l'infinit.

Les superficies equipotencials son perpendiculars a les linies de camp, ja que el
gradient és perpendicular a les superficies equipotencials.

» [Cheng1997], pagines 91-92

2.2.2. Potencial electric degut a distribucions de
carregues

Potencial electric generat per una carrega puntual

Aplicant la integral que ens dona la diferéncia de potencial entre dos punts, i
considerant el potencial zero a l'infinit, obtenim que una carrega puntual, q, a una
distancia, R, genera un potencial:

__ 4
4re, R

» [Cheng1997], pagines 92-93

Potencial electric generat per un sistema de carregues
discretes

Aplicant superposicié en el cas anterior:

» [Cheng1997], pagina 93
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Potencial electric generat per una distribucio continua de
carrega

Igualment que en el cas de carregues discretes podem trobar el potencial generat per
una distribucié continua de carrega, en aquest cas perd, haurem d’integrar la
distribucio de carrega. Pel cas d'una distribuci6 amb una densitat volumétrica de
carrega Pv:
1
V= Py av'
dre, V" R

Pel cas d’una distribucié amb una densitat superficial de carrega ©s :

1
Ps g
4re, *S" R

V=

Pel cas d’'una distribucié amb una densitat lineal de carrega  #::

Pi
47&9“ i

» [Cheng1997], pagina 95

2.2.3. Les equacions de Poisson i Laplace

L’'equacio de Poisson

A partir de 'equacié de la divergéncia del camp electrostatic i de la definicid de
potencial eléctric, es pot arribar a 'equacié que governa el potencial electrostatic en
qualsevol punt de I'espai. Aquesta equacié s’anomena equacio de Poisson.

Py
&

VW =-—

L’'operador, v? (nabla quadrat o del quadrat), s'anomena operador laplacia i es pot
interpretar com la divergéncia del gradient.

= [Cheng1997], pagines 129-130
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L'equacio de Laplace

Si el medi en que calculem el potencial esta lliure de carregues, I'equacié anterior es
transforma en I'equacié de Laplace:

VI =0

= [Cheng1997], pagina 130

RESUM

En aquesta sessio hem estudiat els principis basics del camp electrostatic, dels quals
hem deduit la llei de Coulomb. També hem generalitzat la llei de Coulomb pel cas de
diverses distribucions de carregues i finalment hem estudiat la llei de Gauss.
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SESSIO 7

Nom: Camps electrostatics en medis materials
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem vist les lleis que regeixen els camps eléctrics estatics i
hem definit el concepte de potencial electrostatic, que esta relacionat amb el camp
eléctric a través del gradient.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem el comportament dels camps electrics estatics en medis
materials, és a dir diferents de I'espai buit.

CONTINGUTS

Aquesta sessié versara sobre el comportament dels camps electrostatics en dos tipus
de medis materials: els conductors perfectes i la separacié entre dos medis dieléctrics.

2.3. Camps electrostatics en medis materials

2.3.1. Els medis materials

Conductors, dielectrics i semiconductors

Els materials es poden classificar, des d’'un punt de vista eléctric, en tres tipus:
conductors, dieléctrics i semiconductors.

En els conductors, els electrons de les capes externes dels atoms estan units molt
debilment, permetent una mobilitat dels electrons entre atoms. El tipus més habitual de
conductors sén els metalls.

En els materials dieléctrics els electrons estan lligats molt fortament als atoms, de
manera que no és possible I'intercanvi d’electrons entre atoms.

Els semiconductors sén un cas intermedi entre conductors i dieléctrics.

» [Cheng1997], pagines 97-98
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2.3.2. Camps electrostatics en conductors perfectes

Camp eleéctric a lI'interior d'un conductor perfecte

Donat que un conductor té una gran quantitat de carregues lliures, aquestes es
mouran per compensar qualsevol variacié de carrega en linterior del conductor,
desplagant-la cap a la superficie del conductor. Per tant la carrega i el camp a l'interior
del conductor en régim estacionari seran sempre nuls.

p, =0
E=0

= [Cheng1997], pagina 98

Camp eléctric en la superficie d’'un conductor perfecte

El camp eléctric en la superficie d’'un conductor hi ha de ser normal, ja que si no ho fos
hi hauria moviment de carregues, cosa que contradiu els principis de I'electrostatica.
Aplicant la llei de Gauss a la superficie del conductor podem arribar a la segtient
conclusié: la component normal del camp eléctric en la superficie d’'un conductor és
igual a la densitat superficial de carrega dividida per la permitivitat.

E, =0
g -2
&

o

= [Cheng1997], pagines 98-102

Potencial electrostatic en conductors

La superficie del conductor és equipotencial, ja que el camp eléctric és normal a la
superficie. També, tenint en compte que el camp a l'interior dels conductors és nul, el
gradient del potencial a l'interior del conductor sera nul. Per tant tots els punts d’'un
conductor es troben al mateix potencial electrostatic.

= [Cheng1997], pagines 98-102
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2.3.3. Camps eléctrics estatics en la separacio entre
dos medis dielectrics

Camps electrostatics en la separacio de dos dielectrics

Utilitzant la propietat que diu que el camp electrostatic és irrotacional, podem deduir
que la component tangencial d’'un camp electrostatic és continua en la interficie de dos
dieléctrics.

D’altra banda, aplicant el teorema de Gauss a un volum molt petit que conté la
interficie entre els dos dieléctrics i si suposem que no hi ha carrega aquesta interficie,
podem arribar a la conclusié que la component normal del vector desplagament és
continua. Per tant:

Elt :EZt
D, =D, > ¢E, =6E,

» [Cheng1997], pagines 111-115

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat el comportament dels camps eléctrics en els medis
materials. Primerament hem analitzat el cas d’'un material conductor i finalment el cas
de la separacio entre dos medis dieléctrics.
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SESSIO 8

Nom: Camps magnétics estatics
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat els camps eléctrics estatics i les eines que ens
permeten treballar amb ells.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 introduirem els conceptes basics dels camps magneétics estatics.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiaran les caracteristiques dels corrents eléctrics, la llei de
Lorentz, que ens ddna la forga que el camp magneétic exerceix sobre una carrega i les
lleis fonamentals de la magnetostatica, tant en forma diferencial com en forma integral.

2.4. Camps magneétics estatics

2.4.1. Corrents electrics estacionaris

Densitat de corrent

Els corrents eléctrics son generats pel moviment de carregues ja sigui en el buit o en
un medi material. Si les carregues es mouen en el buit, parlem de corrent de
conveccid, metre que si les carregues es mouen en un medi material, el corrent
s’anomena de conduccio.

El corrent que flueix per una determinada superficie degut a una densitat de corrent, J,
es pot expressar de la seguent forma:

I:ISJ-ds

Pel cas del corrent de conduccié (el més habitual), la densitat de corrent ve donada
per la seglent equacio:

J :ZNiqiui
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on N, és el nombre de carregues, g, el valor de la carrega i u, la velocitat amb que es
mou la carrega.

» [Cheng1997], pagines 151-154

Equacio de continuitat de la carrega

El principi de continuitat de la carrega estableix que les carregues eléctriques ni es
creen ni es destrueixen. Per tant si d’'un volum de I'espai en surt un corrent, la quantitat
de carregues en aquest volum ha de disminuir. Aquest principi es pot expressar de la
seglent manera:

op,
Ot

V-J=

= [Cheng1997], pagines 157-158

Corrents electrics estatics

Una hipodtesi basica de la magnetostatica és que en qualsevol punt de I'espai sempre
hi ha el mateix corrent, per tant no hi pot haver disminucié de carrega en cap punt de
I'espai. Partint de I'equacié de conservacio de la carrega obtenim:

V-J=0

Aquesta equacié ens indica que el corrent eléctric estacionari és solenoidal.

» [Cheng1997], pagina 158

2.4.2. La llei de Lorentz

La llei de Lorentz

La forca magnética que experimenta una carrega, q, que €s mou a una velocitat u, i
que esta sotmesa a una densitat de flux de camp magneétic, B, ve expressada per la
llei de Lorentz:

F=quxB

Aquesta llei es va establir experimentalment a I'observar que un filament amb corrent
exercia una forga sobre una carrega que no podia ser explicada per les lleis de
I'electrostatica.
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» [Cheng1997], pagines 171-172

Intensitat de camp magneétic

La densitat de flux magnétic o induccid6 magnética és igual al producte de la
permeabilitat magnética, u, per la intensitat de camp magnétic, H, en el mateix punt.

B=uy-H

La majoria dels materials (si exceptuem el niquel, el cobalt, el ferro i els seus derivats)
no tenen propietats magnétiques, per tant tenen una permeabilitat igual a la del buit,

HO.

2.4.3. Lleis fonamentals de la magnetostatica

Lleis generals de la magnetostatica en forma diferencial

A Tigual que en el cas del camp eléctric estatic, les dues lleis fonamentals de la
magnetostatica especifiquen la divergéncia i el rotacional, en aquest cas del vector de
densitat de flux magnétic, B. Aquests dos principis en un medi no magnétic
s’expressen de la seguent manera:

V-B=0
VxB=uJd

Aquestes dues equacions ens indiquen que només hi ha fonts de camp magnetostatic
en els punts on hi ha corrent, i que donat que el camp magnétic estatic és solenoidal,
aquest tendeix a fer girar carregues.

» [Cheng1997], pagina 172

Coheréncia de les equacions del camp magnetostatic amb
les del corrent magnetostatic

Si calculem la divergéncia de la segona llei de la magnetostatica:
V(VxB)=VuJ =VI=0

Per tant ambdds conjunts d’equacions son coherents.

= [Cheng1997], pagina 173
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Lleis generals del camp magnetic estatic en forma
integral

Aplicant el teorema de la divergéncia i el de Stokes respectivament a les equacions en
forma integral, obtenim:

SESB-ds:O
§B-dl=p,1

La primera llei és la llei de conservacio del flux magneétic i diu que les linies de flux
magnétic sempre es tanquen sobre elles mateixes.

La segona llei és 'anomenada llei circuital d’Ampére: la circulacio de la densitat de flux
magnétic al voltant d’'una trajectoria tancada és igual a la permeabilitat pel corrent total
que flueix a través de la superficie limitada per la trajectoria.

» [Cheng1997], pagines 173-175

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat els principis basics del camp electrostatic, dels quals
hem deduit la llei de Coulomb. També hem generalitzat la llei de Coulomb pel cas de
diverses distribucions de carregues i finalment hem estudiat la llei de Gauss.
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SESSIO 9

Nom: Les equacions de Maxwell
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:

= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat els camps eléctrics i magnétics estatics.
Aquests camps no tenien dependéncia temporal i eren independents 'un de I'altre.

OBJECTIUS

En aquesta sessio introduirem les equacions de Maxwell que integren els camps
eléctrics i magnétics en un camp anomenat electromagnétic.

CONTINGUTS

En aquesta sessio s’estudiaran les lleis de Maxwell en les seves dues vessants, la
versié diferencial i la versié integral. També veurem la forga que exerceix un camp
electromagnétic sobre una carrega en moviment.

3. Les equacions de Maxwell

3.1. Les equacions de Maxwell en forma
diferencial

3.1.1. Les equacions de Maxwell en forma diferencial

Equacions de Maxwell en forma diferencial

Les equacions de Maxwell descriuen de manera macroscopica el funcionament de
qualsevol sistema electromagnétic. Aquestes equacions estan fonamentades en les
equacions de la divergéncia i del rotacional dels camps eléctrics i magnétics estatics.
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VB=0
VxE:—a—B
ot
VxH:J+8—D
ot
on
D =¢cE
B=pH

Podem observar que les equacions de la divergéncia son idéntiques a les dels camps

estatics, pero les del rotacional tenen un terme afegit. El terme _oB prové del fet

ot
experimental que un camp magnétic variable amb el temps genera un camp eléctric.

La densitat de corrent de desplagcament (aa—D) va ser introduida per Maxwell per fer
t
que les equacions fossin coherents amb el principi de continuitat de carrega, que tal
com vam veure és:
ot

V-J=

Aquestes equacions ens diuen que:
e En qualsevol punt de I'espai es genera camp eléctric si:
o Hiha carrega en aquell punt
o Hi ha disminucié temporal de camp magnétic
e En qualsevol punt de I'espai es genera camp magnétic si:
o Hi ha corrent eléctric en aquell punt
o Hiha un augment temporal de camp eléctric

» [Cheng1997], pagines 243-245

3.2. Les equacions de Maxwell en forma
integral

3.2.1. Les equacions de Maxwell en forma integral

Aplicant el teorema de Gauss a les expressions que contenen divergéncies i el
teorema de Stokes a les que contenen rotacionals, ens queden les expressions
integrals de les equacions de Maxwell:
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§SD-ds=Q
§SB-ds=0

dB
§CE"”=‘L;"S

dD
§CH-dl=J.SJ-ds+J.SEds

L’equacio de continuitat de carrega en forma integral queda:

d0

&SJ-ds=— ”

» [Cheng1997], pagines 245-246

3.3. Forca sobre una particula sotmesa a un
camp electromagnetic

3.3.1. Forga sobre una particula sotmesa a un camp
electromagnetic

Una particula de carrega, q, que es mou a una velocitat, u, sotmesa a un camp
electromagneétic, E i H, sofreix una forga:

F=¢(E+uxB)

Aquesta relacié s'anomena equacié de la forga de Lorentz.

» [Cheng1997], pagina 171

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat les equacions de Maxwell, tant en forma diferencial
com en forma integral. Aquestes equacions son les que regeixen el comportament dels
camps electromagneétics i s’obtenen a partir de les equacions dels camps eléctrics i
magnétics estatics. També hem estudiat la forca que exerceix un camp
electromagnétic sobre una particula carregada.

39



Lasalle@Qnline o
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

40



L)

LaSulIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

SESSIO 10

Nom: Condicions de contorn
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En la sessid anterior vam estudiar les equacions de Maxwell que regeixen el
comportament de tots els camps electromagnétics.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem com es comporten els camps electromagnétics en la
frontera de dos medis materials diferents.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiara el comportament dels camps electromagnétics quan
passen d’un dieléctric a un altre i quan passen d’'un medi dieléctric a un conductor
perfecte.

3.4. Condicions de contorn generalitzades en
la separacio de dos medis materials

3.4.1. Condicions de contorn generalitzades en la
separacio de dos medis materials

Considerarem el cas de dos medis materials arbitraris caracteritzats per les seves
constants dieléctriques i magnétiques € i y. En la interficie d’aquests medis hi ha un

corrent lliure superficial J i una distribucié de carrega lliure ps.

Aquestes hipotesis soén valides per a qualsevol tipus d’interficie i en qualsevol instant
de temps.

Utilitzant el mateix métode que vam utilitzar per deduir les condicions de contorn en els
camps eléctrics estatics, és a dir utilitzant la forma integral de I'equacié del rotacional
pel cas de les components tangencials i la forma integral de 'equacié de la divergéncia
pel cas de les components normals obtenim que:
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E,=E,

an ><(Hl _HZ):JS
D]n _D2n :ps

B]n :BZn

A continuacio estudiarem els dos casos més habituals de condicions de contorn.

» [Cheng1997], pagina 248

Condicions de contorn en la separacio de dos medis
dielectrics

En el cas de la separacid entre dos medi dielectrics sense pérdues que no tinguin
acumulacio de carrega ni corrents superficials, les equacions anteriors queden:

D €
E]t :E2t _)D—h:_l
x €
D, =D, —>¢kE, =¢,E,
B
H]t :sz _)#:ﬁ
B, u,

B, =B, »>uH, =uH,,

= [Cheng1997], pagina 249

Condicions de contorn en la separacio entre un medi
dielectric i un medi conductor perfecte

En els conductors perfectes, els camps electromagnétics variables amb el temps sén
nuls en el seu interior (E, =0;D, =0;H, =0; B, =0) i qualsevol carrega o
corrent variables en el temps estan sobre la superficie del conductor. Sabent aixo
podem deduir les condicions de contorn en el medi dieléctric:

E, =0
D]n :ps
a,, xH, =J,
B, =0
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= [Cheng1997], pagines 249-250

RESUM

En aquesta sessido hem estudiat les condicions de contorn, primer en un cas generic i
després les hem particularitzat pel cas d’'una separacid entre dos dieléctrics i pel cas
d’una separacio entre un dieléctric i un conductor.
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SESSIO 11

Nom: Camps amb dependéncia harmdnica amb el temps
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors vam estudiar les equacions de Maxwell que regeixen el
comportament de tots els camps electromagnétics i les condicions de contorn que es
compleixen en la frontera de dos medis materials.

OBJECTIUS

En aquesta sessido estudiarem els camps electromagnétics que tenen una
dependéncia harmonica amb el temps, és a dir, que estan en régim permanent
sinusoidal.

CONTINGUTS

En aquesta sessié definirem els conceptes de régim permanent sinusoidal i fasor, i
finalment deduirem les expressions de les equacions de Maxwell pel cas de régim
permanent sinusoidal.

3.5. Regim permanent sinusoidal

3.5.1. Regim permanent sinusoidal i fasors

Régim permanent sinusoidal

De totes les possibles dependéncies temporals que pugin presentar els camps
electromagnétics, per la seva simplicitat i utilitat, a nosaltres només ens interessa la
dependéncia sinusoidal del temps un cop assolit el regim estacionari.
Aquesta dependéncia és la que anomenem regim permanent sinusoidal, i les hipotesis
de partida son les seglents:
- Totes les excitacions del sistema son sinusoidals i a la mateixa frequéncia.
- Qualsevol régim transitori ja ha desaparegut, per tant els valors de camp es
van repetint periddicament.
- Com a consequieéncia de tot aix0, qualsevol camp que tingui el nostre sistema
també dependra del temps sinusoidalment.
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» [Cheng1997], pagina 248

Fasors

En les condicions anteriors, un camp tindria la seglient forma:

x(r,¢)= A(r)cos(w,t + 4(r))-a

on x és un vector de components reals, A és I'amplitud de l'oscil-lacié i ¢ és la fase
inicial.

El que fa un fasor és representar aquestes variables a través d’un terme complex que
no inclogui la informacié sinusoidal. Aquest terme 'anomenarem fasor X de la variable
vectorial x:

x(r, )= A(r)-a-cos(at + (r)) = X(r)= A(r)-a-e*")

Un cop tenim el fasor ja podem operar amb ell, un cop haguem arribat a la solucié del
problema podem recuperar la informaci6 amb dependéncia temporal de la seglent
manera:

x(r,7)= iRlX(r) ej“"”J

= [Cheng1997], pagina 259

Propietats dels fasors

Per operar amb fasors necessitem conéixer les seves propietats. Una de les més
importants per I'electromagnetisme és la de la derivada, ja que aquesta apareix en les
equacions de Maxwell.

Si x(r,t) = y(r,z) - X(r)=Y(r)

Si z(r,t) = x(r,t)+y(r,t) — Z(r)=X(r)+Y(r)
Syl = 0l > ()= ﬁ
Siy(r,t)= %x(r,t) - Y(r)=jo-X(r)

Si x(r,t) = y(r,z)xn — X(r)=Y(r)xn

Si x(r,t) = y(r,¢)-n - X(r)=Y(r)n
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3.5.2. Expressions fasorials de les equacions de
Maxwell en regim permanent sinusoidal

Suposem que estem en un sistema en que totes les excitacions i respostes tenen
dependéncia harmonica amb el temps, per tant que estem en régim permanent
sinusoidal. Llavors, aplicant les propietats dels fasors que hem definit anteriorment,
podem expressar les equacions de Maxwell de la segient manera:

V-D=p, /e
V:-B=0
VXE =-jooH

VxH=J+ jooE
L’equacio de continuitat de carrega ens queda:
V-J=-jop,

Pel que fa a les condicions de contorn, aquestes queden iguals que el cas general.

= [Cheng1997], pagines 259-260

RESUM

En aquesta sessido hem estudiat les condicions de contorn, primer en un cas generic i
després les hem particularitzat pel cas d’'una separacié entre dos dieléctrics i pel cas
d’una separacio entre un dieléctric i un conductor.
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SESSIO 12

Nom: L’equacioé d’ona
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En el capitol anterior vam estudiar les equacions de Maxwell, que eren les que
governaven qualsevol sistema des del punt de vista electromagnétic.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 deduirem I'equacié d’'ona a partir de les equacions de Maxwell,
d’aquesta manera obtindrem una equacié tancada capac¢ de determinar els camps en
llocs lliures de fonts.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiaran les equacions d’ona (I'equacié del camp eléctric i la del
camp magneétic), també veurem les seves versions fasorials, i finalment definirem el
concepte d’ona plana.

4. Ones electromagnetiques als medis
materials

4.1. L'equacio d'ona

4.1.1 Les equacions d'ona

Les equacions d’'ona ens donen la relacié que han de complir la intensitat de camp
eléctric o la intensitat de camp magnetic en un medi no conductor i lliure de fonts.
Aquestes equacions s’obtenen a partir de les equacions de Maxwell, que sén
equacions en derivades primeres i que depenen simultaniament del camp eléctric i
magneétic. Les equacions d’ona son equacions en derivades segones i que depenen
només d’un dels dos camps.
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Es defineix la velocitat de propagacio de I'ona com:

v, =1z

Tot i que aquestes equacions només depenguin d’un tipus de camp, podrem trobar
l'altre a partir d’aquest. Aquestes equacions son només valides per zones lliures de
fonts, per tant el camp haura d’estar originat per unes condicions de contorn en el limit
de la zona que s’estudii amb aquestes equacions.

» [Cheng1997], pagines 263-264

Les equacions fasorials d’ona

A partir de les equacions d’ona podem deduir la versié fasorial per al seu régim
permanent sinusoidal:

V’E, + o°ueE, =0
V’H, +o’peH, =0

Es defineix el nombre d’ona com:

k:oo\/ﬁ

= [Cheng1997], pagines 264-265

Ona plana

Una ona plana és una solucié particular de les equacions de Maxwell en la que el
camp eléctric o magnetic té la mateixa direccid, magnitud i fase en plans infinits
perpendiculars a la direccio de propagacio.

» [Cheng1997], pagina 273
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RESUM

En aquesta sessié hem estudiat les diferents versions de I'equacié d’ona (la de camp
eléctric i la de camp magnétic), aixi com les seves versions fasorials. Finalment hem
definit el concepte d’'ona plana que utilitzarem duran la resta del capitol.
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SESSIO 13

Nom: Ones planes en medis sense pérdues
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En la sessid anterior varem estudiar I'equacio d’ona, que s’obtenia de les equacions de
Maxwell i que serveix per determinar el comportament electromagnétic en zones lliures
de fonts.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 estudiarem una solucié de I'equacié d’ona: I'ona plana en un medi
sense pérdues.

CONTINGUTS

En aquesta sessio s’estudiara I'ona plana i les seves principals caracteristiques, com
son: la velocitat de propagacio, la impedancia intrinseca del medi i el nombre d’ona.

4.2. Ones planes

4.2.1. Ones planes en medis sense pérdues

Estudiarem el cas d’una ona plana uniforme en la qual el seu camp eléctric té la
direccié de l'eix de les x i és constant en els plans perpendiculars a 'eix z. Aquesta
ona representada en forma fasorial té la seglient expressio:

E(z)=a E; -e’* +a_E, -e/*

El primer sumand representa una ona que viatja en la direccié z, mentre que el segon
sumand representa una ona viatjant en la direccié —z. Si convertim I'expressio anterior
en temporal, tenim:

E(z,t) = a E; -cos(wt —kz)+a E, -cos(wt + kz)

La velocitat de fase és la velocitat de propagacié d’'un front d’'ona de fase constant, i ve
donada per:
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u, =1/

La relacié entre el nombre d’ona i la longitud d’ona és la seglent:

271
k = o, ue = —
M=

Aplicant les equacions de Maxwell es pot trobar el camp magnétic associat a aquesta
ona:

+ . E—
H(z)=a, —2>-e ™ +a —%L.¢
y y n

Jkz

D’aqui es pot extreure el concepte d'impedancia intrinseca del medi, que és la relacio
entre el camp magnétic i el camp eléctric d’'una ona.

Tl
N=,-
€

Pel cas de I'espai buit, la impedancia intrinseca del medi val 120 7 o 377 ohms.

= [Cheng1997], pagines 273-279

RESUM

En aquesta sessio hem estudiat les ones planes en medis sense perdues. També hem
vist que la velocitat de propagacio, el nombre d’ona i la impedancia intrinseca del medi
eren les seves principals caracteristiques.

54



L)

LaSuIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

SESSIO 14

Nom: Ones transversals electromagnétiques
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat 'equacié d’ona i una solucié seva, que és I'ona
plana en un medi sense pérdues.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem les ones transversals electromagnétiques, que com
veurem son ones planes que es propaguen en qualsevol direccié de 'espai.

CONTINGUTS

En aquesta sessio s’estudiaran les ones transversals electromagnétiques i la relacié
que tenen en elles el camp eléctric, el camp magnétic i el vector de propagacio.

4.2.2. Ones transversals electromagnétiques

Estudiem ara el cas d’'una ona plana que es propaga en qualsevol direccio de I'espai,
aquesta complira la seglent equacio6 d’ona:

E(r)=a E,-e /"
H(r)=a,H, e "

on

k=Fk-a,
A, =a, Xa,
a,-a, =0
oo
H

0

També es pot deduir la relacié entre camp eléctric i magnétic d’'una ona plana:
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H=a, x—
n

De tot aixd es pot concloure que una ona transversal electromagnética es propaga en
la direcci6 del vector de propagacio k i que en un pla perpendicular al mateix vector els
camps eléctric i magnétic sén constants i perpendiculars entre ells.

» [Cheng1997], pagines 281-282

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat les ones transversals electromagnétiques i hem vist
que els vectors de camp eléctric, de camp magnétic i de propagacié sén ortogonals
entre ells en aquest tipus d’ones.
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SESSIO 15

Nom: Polaritzacié d’'ones planes i llei d'Ohm
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem anat introduint diferents conceptes sobre ones.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 estudiarem la polaritzacié d’ones i la llei d’Ohm que ens servira per
introduir en sessions posteriors els medis amb pérdues.

CONTINGUTS

En aquesta sessi6 s’estudia el concepte de polaritzacio i se n’analitzen els diferents.
També s’estudia la llei d’Ohm per a medis materials.

4.2.3. Polaritzacio d'ones planes

Polaritzacioé d’ones planes

La polaritzacié d’'una ona plana descriu el comportament del vector camp eléctric en un
punt determinat de I'espai. El cas més simple de polaritzacié és la polaritzacio lineal,
en la qual la direccié del vector de camp eléctric és constant.

Donat que l'equacié d’ona és lineal, la combinacié lineal de solucions de l'equacié
d’'ona és també solucié de I'equacio d’ona, aixd pot provocar que la direccié del camp
eléctric varii amb el temps, i per tant que apareguin polaritzacions diferents de la lineal.
Suposem una ona plana que es propaga en la direccié de l'eix z, aquesta ona la
podem descompondre de la seglient manera:

E(z) = axEIOeiij - aijzoeiij
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Podem analitzar les diferents polaritzacions en funcio dels valors de E|; i E,, :

e E,=00 E, =0 : polaritzaci6 lineal
e F,,=E,, :polaritzacio circular
e FE,#E,, :polaritzaci¢ el liptica

En el cas de les polaritzacions circular i el-liptica, per acabar de definir la polaritzacio,
encara ens falta el sentit de gir. Direm que una polaritzacié gira cap a la dreta si
apuntant el dit polze en el sentit de propagacié de I'ona, els dits de la ma dreta
segueixen el sentit de gir del camp eléctric. Direm que gira a I'esquerra en cas contrari.

» [Cheng1997], pagines 283-286

4.3. Ones planes en medis amb perdues

4.3.1. La llei d’Ohm per a medis materials

Fins ara hem estudiat, des d’'un punt de vista electromagnétic, dos tipus de materials:
els dieléctrics i els conductors perfectes. Perd existeixen materials que estan en un
entremig; aquests materials compleixen la llei d’'Ohm.

J=0cE

on o és la conductivitat del material i esta expressada en siemens per metre.

» [Cheng1997], pagina 287

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat el concepte de polaritzacio, hem vist que hi podien
haver polaritzacions lineals, circulars o el-liptiques. Finalment hem estudiat la llei
d’Ohm que ens expressa la relacié entre el camp eléctric aplicat sobre un medi i la
densitat de corrent que aix0 provoca.
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SESSIO 16

Nom: Ones planes en medis amb pérdues
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:

= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat les ones planes en medis sense pérdues i la llei
d’Ohm per a medis materials.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem el comportament de les ones planes en medis amb
pérdues, és a dir, que tenen una conductivitat diferent de zero.

CONTINGUTS

En aquesta sessid6 comencarem per estudiar les modificacions que sofreixen les
equacions de Maxwell pel fet d’afegir-hi pérdues, i com aix0 afecta a les ones planes.
Finalment estudiarem el cas de baixes pérdues, que és una simplificacid de les ones
planes en medis amb pérdues.

4.3.2. Ones planes en medis amb peérdues

Ones planes en medis amb perdues

El fet que un medi tingui pérdues es reflecteix en les equacions de Maxwell,
concretament en la del rotacional del camp magnétic; I'expressié fasorial queda de la
seguent manera:

VxH = ja)(s + ijE = joe E
Jjo

De l'equacié anterior es pot deduir que les equacions que utilitzem pels medis no
conductors seran aplicables als medis conductors, sempre i quant substituim la
permitivitat per la permitivitat complexa:

o NP PAl
g, =€+—=¢"4j¢
Jjo
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La tangent de pérdues és una mesura de la pérdua de poténcia en el medi:

c
tand, = —
e

Anem ara a resoldre I'equacioé d’ona pel cas d’'un medi amb pérdues, la solucié sera la
mateixa que per un medi sense pérdues, perd ara tindrem la permitivitat complexa.

E(r)=a,E,-e¢ /"

k:w\/ﬁ

on

per tant,

jk = joue [1+—— =a+ jp
joe

D’aquesta manera la solucié de I'equacié d’ona ens queda:

E(ry=a,E,-e " e ?"

Aquesta equacié es pot interpretar com una ona que viatja amb una constant de fase,
B, i que es va atenuant a mesura que avanga amb una constant d’atenuacio, a.

= [Cheng1997], pagines 287-290

4.3.3. Ones planes en medis amb perdues baixes

Ones planes en medis amb perdues baixes

Un medi amb pérdues basiques és essencialment un aillant imperfecte, amb una
conductivitat lleugerament diferent de zero. Per tant ¢''<<¢&' , que és el mateix que

<2 << 1. Partint de les expressions d’un medi amb pérdues genéric es pot arribar a
we

les expressions del coeficient d’atenuacio, de la constant de fase i de la impedancia
caracteristica.
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D’aqui es pot concloure que un medi amb baixes péerdues es comporta basicament
com un dieléctric pel que fa a la impedancia caracteristica, a la constant de propagacio
i a la velocitat de propagacio, perd amb una petita atenuacié en 'amplitud de I'ona.

= [Cheng1997], pagines 290-291

RESUM

En aquesta sessid hem estudiat el comportament de les ones planes en medis amb
perdues, hem vist que el fet que un material tingués una certa conductivitat feia que la
permitivitat esdevingués complexa. Els medis amb pérdues baixes sén una
simplificacié dels anteriors, perd molt util, ja que molts materials es comporten
d’aquesta manera.
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SESSIO 17

Nom: Ones planes en medis conductors reals
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:

= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En la sessio anterior vam introduir el concepte de pérdues en les ones planes.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem el cas d’'un medi conductor real, és a dir, un medi amb
una conductivitat molt elevada.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiaran les diferéncies que existeixen entre les ones que es
propaguen en medis sense pérdues i les ones en l'interior de conductors reals.

4.3.4. Ones planes en medis conductors reals

Ones planes en medis conductors reals

Un conductor real vindra caracteritzat per una conductivitat molt elevada, per tant c/we
>> 1. Partint de les expressions d’'un medi amb pérdues genéric es pot arribar a les
expressions del coeficient d’atenuacié, de la constant de fase i de la impedancia
caracteristica.

12

o

UG

| fin
c
Com es pot observar en un conductor real el coeficient d’atenuacio i la constant de
fase son iguals. Pel que fa a la impedancia caracteristica, aquesta té una fase de 45
graus, aixo implica que camp eléctric i magnétic estan desfasats també 45 graus.

La velocitat de propagacié d’'una ona en l'interior d’'un conductor sera molt inferior a la
de I'espai buit, i per tant la longitud d’ona molt major.

a
B

I+

1k
—~~
N—"

n
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T
p o
r=2 |- "

Jio

Definim la profunditat de penetracio, com la distancia en la qual 'ona s’atenua un
factor de 1/e 0 0.368.

o L/Tfuc

En un bon conductor la profunditat de penetracié sera molt petita, per tant en l'interior
del conductor practicament no hi existira camp.

= [Cheng1997], pagines 291-295

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat el comportament de les ones planes en medis
conductors reals, és a dir medis amb una conductivitat molt elevada. Hem vist que les
ones planes s’atenuen molt rapidament a linterior d’'un conductor, aixd fa que a
I'interior dels conductors no hi existeixi practicament camp.
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SESSIO 18

Nom: El vector de Poynting
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat les ones planes en diferents tipus de medis:
sense pérdues, amb petites pérdues i conductor real.

OBJECTIUS

L’objectiu d’aquesta sessio és saber determinar la poténcia que propaguen les ones.

CONTINGUTS

En aquesta sessio estudiarem el vector de Poynting i la poténcia propagada per una
ona plana.

4.4. El vector de Poynting

4.4.1. El vector de Poynting

El teorema de Poynting es pot deduir a partir de les equacions de Maxwell, en forma
integral té la seguent expressio:

o1 1
§S(E X H) ds = —5}[(585:2 +5},LH2)CZV — ;[GEZCZV

Aquest teorema ens indica que I'energia que surt de la superficie S per unitat de temps
és igual a la variacié temporal de les energies eléctrica i magnetica emmagatzemades
a l'interior del volum menys I'energia dissipada en forma de calor.

Definim el vector de Poynting com el vector que representa el flux de poténcia per
unitat d’area.

po=ExH

» [Cheng1997], pagines 298-301
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4.4.2. Potencia propagada per una ona plana

La densitat mitja de poténcia representada en magnituds fasorials ve donada per la
seguent expressio:

O :%SR{ExH*}

Aquesta expressio pot ser utilitzada per calcular la poténcia propagada per ones, el
cas més senzill de les quals és I'ona plana. La seva densitat de poténcia mitja és:

Per trobar la poténcia total propagada per I'ona plana hauriem de fer la integral de tota
la superficie de I'ona, en el cas d’una ona plana, aquesta superficie és infinita, fet que
indicaria que una ona plana hauria de transmetre una poténcia infinita. Per tant una
ona plana no pot existir fisicament, perd ens és molt Gtil per fer aproximacions en
petites zones de I'espai.

» [Cheng1997], pagines 301-304

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat el teorema i el vector de Poynting, que ens serveixen
per determinar els diferents tipus d’energies dels camps electromagnétics. També hem
vist la forma de determinar la poténcia propagada per una ona plana.
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SESSIO 19

Nom: Incidéncia normal d’'una ona plana sobre plans de discontinuitat
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:

= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat el comportament de les ones planes en
diferents medis, aixi com la poténcia propagada per ones.

OBJECTIUS

En aquesta sessid s’hauran d’adquirir els coneixements relatius a I'efecte que es
produeix quan una ona incideix perpendicularment sobre un pla de discontinuitat.

CONTINGUTS

En aquesta sessio s’estudiara el comportament d’'una ona plana quan incideix sobre
un pla de discontinuitat.

4.5. Incidencia normal d’ones planes

4.5.1. Incidéncia normal d’una ona plana sobre plans
de discontinuitat

Quan una ona plana es propaga en un medi i arriba a un medi diferent, aquesta en
part es reflecteix i en part es transmet cap a l'altre medi. En aquest apartat estudiarem
un cas molt senzill, el cas en que I'ona es propaga perpendicularment a la superficie
que separa els dos medis.

L’ona plana incident té la forma seguient:

E,(z)=aEe "

Hi(Z) — ay ﬂe_/ﬁlz
M

L’ona reflectida sera:
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E (z)=aFE e’

H,(z) = —a, 20 o0

| la transmesa:
_ ~jPaz
Et (Z) - axEtOe ’

E
H,(2)=a, e
N,

D’aquestes equacions desconeixem g k. Aquests dos parametres, els podem trobar

aplicant les condicions de contorn del camp electric i magnétic que diuen que aquests
han de ser continus en la superficie de separacid. Definirem els coeficients de reflexid i
de transmissié com les relacions entre les ones reflectida i transmesa i I'ona incident
respectivament.

r — ErO — Tl2 _Tll
Ey, m,+m,

T= E, _ 2,
E, m,+n

Aquests coeficients de transmissio i de reflexié poden ser aplicats també a medis amb
péerdues, per tant amb impedancies caracteristiques complexes. Els coeficients de
transmissio i de reflexio estan relacionats de la manera seguent:

1+I'=1

» [Cheng1997], pagines 304-309

RESUM

En aquesta sessi6 hem estudiat la incidéncia d’'una ona plana en un pla de
discontinuitat. Hem vist que aquesta incidéncia genera dues ones planes més, una de
transmesa i una altra de reflectida. La relacié entre I'ona incident i les reflectida i
transmesa s’anomena coeficient de reflexio i transmissio, respectivament.
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SESSIO 20

Nom: Incidéncia normal d’'una ona plana sobre un pla conductor
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:

= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En la sessi6 anterior vam estudiar la incidéncia d’'una ona plana sobre el pla de
discontinuitat entre dos medis.

OBJECTIUS

En aquesta sessi¢ analitzarem el fenomen de la incidéncia normal d’'una ona plana
sobre un pla conductor i veurem el seu principal efecte: les ones estacionaries.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiara la incidéncia normal d’'una ona plana sobre un pla
conductor, veient els camps resultants d’aquesta incidéncia.

4.5.2. Incidéncia normal d’una ona plana sobre un pla
conductor

Incidéncia normal d’'una ona plana sobre un pla
conductor

Un medi conductor perfecte té una impedancia caracteristica nul-la, per tant, si
apliquem les férmules dels coeficients de transmissié i de reflexié ens déna que:

Aixd ens indica que I'ona sera reflectida totalment, sense propagar-se cap a linterior
del conductor, com era d’esperar.
Suposem que 'ona plana incident té la forma seglent:
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E (z)=aE,e "

E. .
Hi(Z):ay_loe*Jﬂm
LIP

Per tant 'ona reflectida sera:
E (z)=-a_E "
E. .
H,(z)=a,—%e”"
n,

L’ona resultant de la suma de la incident i la reflectida, expressada en el domini del
temps és la seguent:

E (z,t)=a2F, sin(Blz)sin((ot)

H,(z,t)=a, Zﬂcos(ﬁlz)cos(oat)
n

1

Aquestes equacions ens indiquen que la reflexié d’'una ona en un conductor perfecte
genera una ona estacionaria que té un minim de camp eléctric i un maxim de camp
magneétic en la superficie conductora.

= [Cheng1997], pagines 309-313

RESUM

En aquesta sessio hem estudiat les ones resultants de la incidéncia normal d’'una ona
plana sobre un pla conductor perfecte. Hem vist que dintre del conductor no existia
camp eléctric, i que per tant tota I'ona era reflectida. Aquesta ona reflectida se sumava
a I'ona incident generant el fenomen anomenat ona estacionaria.
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SESSIO 21

Nom: Lleis de Snell
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Cheng1997]
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PRECEDENTS

En les dues sessions anteriors hem estudiat la incidéncia normal d’ones planes sobre
la discontinuitat entre dos medis dieléctrics qualsevol i sobre un pla conductor
perfecte.

OBJECTIUS

En aquesta sessié s’analitzaran les lleis de Snell, que ens permetran coneéixer les
direccions de les ones transmeses i reflectides quan la incidéncia sigui obliqua.

CONTINGUTS

En aquesta sessio s’estudiaran les lleis de Snell, per determinar els angles de les ones
transmesa i reflectida, i 'anomenat angle de reflexio total.

4.6. Incidencia obliqua d'ones planes

4.6.1. Lleis de Snell

Quan tractem els problemes d’incidéncies obliglies, el primer pas és determinar les
trajectories que seguiran les ones transmesa i reflectida. Tots els vectors de
propagacié de les ones estaran sobre el pla d’incidéncia, que és el pla perpendicular a
la interficie entre els dos medis i que conté el vector nombre d’ona de I'ona incident.

La primera llei de Snell determina 'angle de sortida de I'ona reflectida, que és igual a
I'angle d’incidéncia.

0. =0,

T 1

La segona llei de Snell determina I'angle de I'ona transmesa:

sin(6, ) _n
sin(0, ) - n,
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on n son els index de refraccioé dels dos medis, és a dir la relacio entre la velocitat de
la llum en I'espai buit i la velocitat de propagacio de I'ona en el medi en qlestio,

n:%_
p

= [Cheng1997], pagines 313-315

Reflexio total

Quan el medi 1 té un index de refraccié més gran que el del medi 2, definirem I'angle
critic o de reflexio total com aquell que fa que I'angle de I'ona transmesa sigui de 90

graus. Per tant:
. [ n
0, = arcsin| —=
n,

Si 'angle d’incidéncia és superior a I'angle critic es forma una ona evanescent en la
interficie entre els dos medis que s’atenua rapidament en la direccié normal a la
interficie. Aquesta ona s’anomena ona superficial.

= [Cheng1997], pagines 315-319

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat les equacions de Snell, la primera de les quals ens ha
servit per determinar I'angle de l'ona reflectida. La segona llei de Snell permet
determinar l'angle de l'ona transmesa cap al segon medi. També s’ha definit el
concepte d’angle de reflexio total, que és I'angle a partir del qual desapareix I'ona
transmesa cap al segon medi.
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SESSIO 22

Nom: Incidencia obliqua amb polaritzacié perpendicular
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estudiat la reflexi6 d’ones planes que incideixen
normalment sobre superficies de discontinuitat i les lleis de Snell.

OBJECTIUS

En aquesta sessio analitzarem la incidéncia obliqua d’ones planes que tenen el camp
eléctric perpendicular al pla d’incidéncia.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiara la incidéncia obliqua d’ones planes amb polaritzacio
perpendicular, analitzant les formes que prenen els camps resultants en aquestes
condicions. També es determinaran els coeficients de reflexid i de transmissié en
aquest context.

4.6.2. Incidéncia obliqua amb polaritzacio
perpendicular

Una ona incideix en polaritzacié perpendicular quan el camp eléctric és perpendicular
al pla d’incidéncia. En aquest cas el vector unitari en la direccié de propagacio és:

a, =a_sin0. +a_ cos0,
Si I'ona plana incident té la forma seguent:
- in 0, +z cos 0,
Ei(x,Z) — ayEiOe ]ﬂl(XSm ZCoS )

E : B (xsin0, .
H,(x,z) = =2 (—a_cosh, +a,sind, Jg //ilrsindizeosti)
1

I'ona reflectida sera:
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E (x Z):a E Oe—jﬂl(xsiner—zcoser)
r M vy L

E . 8 (rsin® —
H, (x,2)=—%(a_cos®, +a, sin@ )e /Alsintzcost:)
m

| la transmesa:

E (_x Z):a E e*/ﬁz(xSin()tJrzcoset)
t D) y&0

E _ o
Ht(x,Z) _ 0 (_ ax Cosel +az Slnet)e JB, (xsin® +zcos8, )

M,

A partir de les condicions de contorn en la superficie de separacidé dels dos medis
podem trobar els coeficients de reflexié i de transmissio.

E,, m,cos0; —m, cosH,

r =
E, m,cos0,+mn,cos0,
. E, 2n, cos 0,
* E, m,cos0, +n,cosh,

Els coeficients de transmissié i de reflexié estan relacionats de la seglient manera:

1+, =1,

» [Cheng1997], pagines 321-325

RESUM

En aquesta sessio hem estudiat les formes que prenen els camps eléctric i magnétic
quan es produeix la incidéncia d’'una ona plana amb polaritzacié perpendicular sobre
un pla de discontinuitat. També hem vist que els coeficients de reflexio i de transmissio
depenien de les impedancies intrinseques dels medis i de 'angle d’incidéncia.
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SESSIO 23

Nom: Incidéncia obliqua amb polaritzacié paral-lela
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:

o Bibliografia basica:
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7 7
0.0 0'0

3

o8

7 7 7 7
0‘0 0.0 0'0 0‘0

PRECEDENTS

En la sessi6 anterior vam estudiar la incidéncia obliqua d’ones planes amb polaritzacio
perpendicular.

OBJECTIUS

En aquesta sessié analitzarem la incidéncia obliqua d’ones planes que tenen el camp
eléctric paral-lel al pla d’incidéncia.

CONTINGUTS

En aquesta sessio s’estudiara la incidéncia obliqua d’ones planes amb polaritzacio
paral-lela, analitzant les formes que prenen els camps resultants en aquestes
condicions. També s’introduira el concepte d’angle de Brewster de no reflexié.

4.6.3. Incidéncia obliqua amb polaritzacié paral-lela

Una ona incideix en polaritzacié paral-lela quan el camp eléctric és paral-lel al pla
d’incidéncia. El vector unitari en la direccié de propagacio6 és:

a,; =a_sin0, +a, coso,
Per tant I'ona plana incident té la forma seglent:
E,(x,z) = E,(a cos®, —a,sin@, Je " (rvsin; +2cos0;)

_ 0 _—jp(xsin®; +zcosh;)
Hi(X,Z)_ay.nl e 1
1

L’ona reflectida sera:
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E, (x,z)=E (a, cosf +a, sind Je (vsind, =z cost,)

E 4 (esi
— 0 —Jjp (xsmﬁrfzcose,)
H, (x,z) ——ayn—re !

1

| la transmesa:

E,(x,z) = E,(a, cosf, —a, sin0, )e (vsind, +2cos)

Ht (x, Z) = ay %e_jﬂz (XSinet-l-ZCOSel)
N2

A partir de les condicions de contorn en la superficie de separacié dels dos medis
podem trobar els coeficients de reflexié i de transmissioé.

E., m,cos0, —n, cosb,

I =
' E, m,cos8, +n,cosh,

E, 2n, cos0,

T, = =
" E, m,cos0,+n,cos,

Els coeficients de transmissié i de reflexié estan relacionats de la seglient manera:
cos0
I+l =1 t
cos0,

= [Cheng1997], pagines 325-327

Angle de Brewster de no reflexio

A partir de I'equacié del coeficient de reflexid podem arribar a trobar un angle que faci
que aquest sigui zero. Aquest angle és:

n
Oy = arctan(—zj
nl

Quan una ona incideix amb aquest angle en la interficie dels dos medis, aquesta ona
es transmet completament al medi 2.

= [Cheng1997], pagines 327-329

4.6.4. Incidéncia obliqua amb polaritzacioé arbitraria

Sigui quina sigui la polaritzaci6 de [l'ona plana incident, sempre podrem
descompondre-la com a combinacié lineal d’una polaritzacié paral-lela i d’una
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polaritzacié perpendicular. Llavors calcularem les ones transmeses i reflectides per
cada polaritzacio i obtindrem el resultat tornant a fer la mateixa combinacié lineal.

RESUM

En aquesta sessio hem estudiat les formes que prenen els camps eléctric i magnétic
quan es produeix la incidéncia d’'una ona plana amb polaritzacié paral-lela sobre un pla
de discontinuitat. També s’ha estudiat el concepte d’angle de Brewster, que és aquell
en qué es produeix una transmissio total.
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