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SESSIO 1

Nom: Introduccio als senyals i sistemes discrets
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3

o8

7 7
0.0 0.0

3

o8

7 7
0.0 0‘0

7
0.0

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 introduirem els conceptes basics necessaris per a definir senyals i
sistemes discrets. Veurem la definicié de senyals discrets basics aixi com operacions
senzilles sobre aquests senyals i veurem els conceptes meés interessants sobre
sistemes discrets. Aquestes definicions prévies establiran la base per a I'estudi dels
S.L.LT. (Sistemes lineals invariants en el temps), sistemes sobre els quals
desenvoluparem tota la teoria del primer quadrimestre.

CONTINGUTS

En aquesta sessié veurem la definicid d’'una sequéncia discreta, tractarem també
operacions basiques sobre aquestes sequéncies i es definira el concepte de sistema
discret, tot definint les propietats basiques d’aquest tipus de sistemes.

1. Caracteritzacio de S.L.I. discrets.
Resposta Impulsional

1.1. Introduccio

1.1.1. Seqiiencies discretes

En aquest apartat veurem els conceptes més importants dels senyals i de les
sequéncies discretes. Aquests senyals seran tractats durant tot el curs i el
coneixement de les seves propietats i definicions és de vital importancia, ja que formen
la base sobre la qual es defineixen tots el problemes de processament discret.
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Definicio de seqliencia discreta

Una seqléncia discreta es representa matematicament com una sequiéncia de
nombres. La definicid de les seqliiéncies discretes aixi com la seva generacié sén
punts importants en el processament digital de senyal.

= [Oppenheim1999] p9-p11

Seqiieéncies basiques i operacions amb seqiiéncies

En aquest apartat estudiarem les sequéncies basiques més importants en I'ambit del
processament de senyal aixi com operacions basiques entre sequéncies. Analitzarem
les caracteristiques de sequéncies importants com ara I'esglaé unitari, la funcié delta
discreta, funcions periddiques i funcions exponencials. D’altra banda, també veurem
com utilitzar i combinar aquestes sequéncies per generar seqiéncies més complexes.

= [Oppenheim1999] p11-p13

1.1.2. Sistemes discrets

En aquest apartat estudiarem els conceptes més importants sobre els sistemes
discrets. Primer veurem una definicié genérica sobre qué és un sistema discret i
estudiarem les propietats més importants d’aquest tipus de sistemes.

Definicio de sistema discret

Els senyals sén elements que representen un determinat tipus d’informacié, una
magnitud fisica, I'evolucié dels indexs de borsa, una imatge o un gradient de
temperatura. El processament de senyal estudia totes aquelles tecniques que ens
permeten fer el tractament de tots aquests tipus de senyals, com ara I'obtenci6 de les
seves caracteristiques freqliencials. No obstant aixd, acostuma a ser necessaria
'aplicaci6 de transformacions sobre aquests senyals per assolir I'objectiu del
processament (netejar el senyal de soroll, aillar dos senyals diferents, reconéixer la
persona que parla, etc.). Els sistemes discrets son sistemes que realitzen algun tipus
de transformacio sobre el senyal o sobre la seqiiéncia d’entrada x[n] transformant-lo
en una sequéncia de sortida y[n].

Un sistema de processament normalment estara format per la interconnexié de

diferents sistemes discrets amb I'objectiu de transformar el senyal d’entrada en un
senyal amb les caracteristiques desitjades.

= [Oppenheim1999] p16-p18
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1.1.3. Propietats del sistemes discrets

L’estudi de sistemes discrets és un estudi molt genéric, ja que el conjunt de
transformacions que podem trobar sobre les sequéncies d’entrada pot ser
innumerable. Els sistemes es poden classificar si apliquem restriccions sobre les
caracteristiques i el tipus de transformacions que realitzen. En aquest apartat
s’estudiaran les propietats més interessants dels sistemes discrets aixi com alguns
exemples sobre els diferents tipus de sistemes.

Sistemes sense memoria

Una de les caracteristiques importants en els sistemes discrets és la propietat de la
memoria del sistema. En la transformacié realitzada pel sistema, cada mostra del
senyal de sortida podria dependre de les infinites mostres del senyal d’entrada. Un
sistema es defineix sense memodria sempre que cada valor del senyal de sortida y[n]
només depengui del valor de la seqiéncia d’entrada en aquell mateix instant de temps.

La majoria dels sistemes estudiats sén sistemes amb memoria, ja que fan Us de les
mostres passades o mostres futures del senyal d’entrada per poder analitzar les seves

caracteristiques i dur a terme la transformacié. La memoria del sistema és la finestra
de visi6 sobre el senyal d’entrada de qué disposa per generar el senyal de sortida.

» [Oppenheim1999] p18

Sistemes lineals

Una propietat molt important en I'estudi de sistemes és la propietat de linealitat. Els
sistemes lineals son aquells que admeten el principi de superposicié, és a dir, aquells
tipus de sistemes en qué el coneixement de respostes a dos senyals d’entrada
diferents ens permet obtenir la resposta a qualsevol combinacio lineal dels mateixos.

La propietat de linealitat és una propietat altament desitjable en la majoria de sistemes,
ja que existeixen nombroses técniques per a I'estudi dels sistemes lineals. En moltes
ocasions, si el sistema no compleix la propietat de linealitat s’acostuma a fer una
linealitzaci6 al voltant del punt de treball per poder simplificar I'estudi i el disseny del
problema en quiestio.

= [Oppenheim1999] p18

Invariancia temporal

En aquest apartat estudiarem la propietat de la invariancia temporal. Aquesta
propietat, juntament a la de linealitat estudiada en el concepte anterior, donara lloc als
Sistemes Lineals Invariants en el Temps S.L.L.T., un tipus de sistemes de vital
importancia en el desenvolupament de la transformada de Fourier de sequéncies
discretes.
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La propietat de la invariancia temporal és aquella que fa que el comportament del
sistema romangui constant en el temps, és a dir, que la transformacié roman invariant
al pas del temps.

Com a exemple podriem pensar en un simple condensador analogic. Tots sabem que
aquest sistema té una determinada funcié de transferéncia que en determina el
comportament i aparentment aquesta funcié és la mateixa sempre. No obstant aixo,
tots sabem que el pas del temps afecta les caracteristiques fisiques del sistema i
aquest podria tenir un comportament lleugerament diferent d’aqui a 10 anys. Des
d’aquest punt de vista seria un sistema variant en el temps. No obstant aix0, localment
es pot considerar com un sistema invariant, ja que la seva velocitat de canvi és
raonablement lenta.

= [Oppenheim1999] p18

Causalitat

En aquest concepte estudiarem un concepte bastant conegut per nosaltres a pesar del
poc Us que en podem fer d’aquesta paraula. Els sistemes causals o no anticipatius son

aquells que amb el valor de la mostra del senyal de sortida y[”o] en un determinat

instant de temps 0 només depén exclusivament de les mostres del senyal d’entrada

amb index inferiors o iguals a "

precedeix a la sortida.

o. Dit d’altra forma, sistemes en que I'entrada sempre

Aix0, que ens pot semblar una ftrivialitat en els sistemes analdgics, agafa una altra
dimensié en el cas de senyals discrets. En un sistema analdgic, com podria ser un
televisor, mai se’ns acudiria pensar que la imatge la podem veure abans que es doni la
transmissio. Un televisor clarament és un sistema causal. D’altra banda, imaginem un
sistema de reconeixement de veu en qué la persona ha de dir el seu nom i cognom. Si
aquest senyal el tenim enregistrat i hem de realitzar-ne el processament, per qué no
podriem fer Us de valors de mostres del cognom per ajudar al reconeixement de nom?
Si féssim aix0, estariem dissenyant clarament un sistema no causal o anticipatiu, ja
que en el processament del nom estaria fent servir mostres futures corresponents al
cognom.

» [Oppenheim1999] p21

Estabilitat

La propietat d’estabilitat €s una propietat que haurem de requerir en la gran majoria de
sistemes amb qué treballem. Definirem un sistema estable com aquell en qué la
resposta del sistema romandra acotada a un cert valor finit sempre que el senyal
d’entrada sigui un valor acotat en amplitud. Es a dir, un sistema és estable sempre que
la seva sortida no pot créixer de forma desmesurada per una entrada afitada.

10
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» [Oppenheim1999] p21-p22

1.1.4. Problemes de senyals i sistemes discrets

En aquest apartat de problemes realitzarem alguns problemes per assentar els
coneixements adquirits durant aquesta sessio. La finalitat d’aquests problemes és que
ens familiaritzem amb els senyals i sistemes discrets aixi com analitzar les
caracteristiques i les propietats associades a les transformacions realitzades pels
diferents tipus de sistemes.

Problema de sistemes lineals

Considereu un sistema lineal arbitrari i fent Us de les seves propietats demostreu que
si I'entrada al sistema és x[n]=0 V n la sortida també sera y[n]=0 Vn .

Problema sobre sistemes discrets

Per a cadascu dels seglients sistemes discrets determineu si el sistema és (1) Estable,
(2) Causal, (3) Lineal, (4) Invariant en el temps i (5) Sense memoria:

a) T(x[n])= x[n]g[n] per a un g[n] donat.

o) T(afn])= 3]

k=n,

La solucié la podeu trobar al final del llibre, en els problemes resolts.

RESUM

En aquesta sessio hem introduit els senyals i sistemes discrets com a eines basiques
per al desenvolupament de problemes de tractament de senyal. Les sequéncies
discretes formen els elements basics sobre els quals treballarem i els sistemes
discrets son aquelles eines que ens permetran transformar sequéncies.

11
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SESSIO 2

Nom: Introduccié als S.L.I.T.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En la sessié anterior varem estudiar les propietats més importants sobre els senyals i
sistemes discrets. També vam veure una classificacio dels sistemes discrets en funcio
de determinades caracteristiques associades a la transformacio, definint-ne un conjunt
de propietats.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 presentarem els S.L.I.T. (Sistemes Lineals Invariants en el Temps).
Aquest tipus de sistemes sén de vital importancia en el desenvolupament de la teoria
relacionada amb la transformada de Fourier de seqliéncies discretes. Els S.L.I.T. sén
aquells sistemes que compleixen la propietat de linealitat i la propietat de invariancia
temporal de forma simultania. Aquest fet condiciona algunes caracteristiques
interessants que estudiarem durant la segient seccié.

CONTINGUTS

En aquesta sessié s’estudiaran els S.L.I.T. i tots aquells conceptes i eines d’analisi
particulars d’aquest tipus de sistemes. Aquests sistemes permeten realitzar el calcul
de la sortida mitjancant 'operador de convolucié, operador basic dintre de la teoria de
senyals i sistemes discrets. Estudiarem les seves principals caracteristiques i la seva
utilitat en I'estudi de sistemes.

1.2. Els S.L.1I.T. (Sistemes Lineals Invariants
en el Temps)

Els S.L.ILT. sén sistemes que compleixen de forma simultania les propietats de
linealitat i invariancia temporal. En aquest apartat veurem per qué aquestes propietats
fan atractius aquest tipus de sistemes i quines caracteristiques especials tenen per
realitzar el calcul de la sortida del sistema.

13
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Descomposiciéo d’un senyal com a combinacio lineal de
funcions delta discretes

El primer concepte important en I'estudi del sistemes lineals invariants en el temps és
la descomposicié d’'un senyal com a combinacié lineal de funcions delta. La funcio
delta té la caracteristica que serveix com a localitzador temporal, ja que té un uUnic
valor a 1 i tota la resta de la funcio és igual a zero.

L’Us d’aquestes funcions de forma adequada permet generar totes i cadascuna de les
mostres d’'una seqiéncia fent la suma de funcions delta amb les amplituds
corresponents.

00

x[n]= Zx[k]5[n — k]
k=—w
Tal i com podem observar en la formula, el senyal x[n] esta format per una suma de

funcions delta desplacades en qué el coeficient de la combinacié lineal és el valor de la
sequéncia a la posicié on es troba la delta.

» [Oppenheim1999] p11

Calcul del senyal de sortida en els S.L.1I.T.

Els sistemes lineals invariants en el temps so6n uns sistemes amb unes
caracteristiques particulars pel que fa al calcul del senyal de sortida. Per propietat de
linealitat, si el senyal d’entrada és una suma de funcions delta desplacades, el senyal
de sortida sera simplement la suma de les respostes a cadascuna de les funcions
delta. D’altra banda, totes les funcions delta sén versions desplacades de la delta
centrada a l'origen, de tal forma que per propietat d’invariancia temporal la sortida a
una delta desplagada és el desplagament de la resposta a la delta centrada a I'origen.

Tot aquest desenvolupament porta a la conclusié que per trobar la sortida a un S.L.I.T.
Unicament és necessari el coneixement de la resposta a la funcié delta, funcié que es
coneix com resposta impulsional del sistema. Si el senyal d’entrada és una combinacio
de deltes desplacades, el senyal de sortida sera la mateixa combinacié lineal de
desplagaments de la resposta impulsional.

= [Oppenheim1999] p22-p23

1.3. Resposta impulsional del sistema.
Convolucio

Tal i com hem pogut veure en I'apartat anterior, el calcul de la resposta en un S.L.I.T.
es redueix al calcul del sumatori de convolucié entre el senyal d’entrada i la resposta
impulsional de sistema. En aquest apartat insistirem sobre la definicio de resposta

14
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impulsional i les caracteristiques i propietats de I'operador de convolucié que ens
ajudara a determinar interessants propietats sobre I'associacié de sistemes.

Definicio de resposta impulsional

La resposta impulsional d’'un S.L.I.T. és el senyal de sortida que genera el sistema
quan a I'entrada és una funcio delta discreta. La resposta impulsional és una funcio de
vital importancia en aquests sistemes ja que aquest senyal porta tota la informacié
necessaria del sistema per tal de calcular qualsevol senyal de sortida. El fet que les
funcions delta formin una base que permeti la descomposicié de qualsevol senyal x[n]
fa que la resposta a una funcié delta porti tota la informacié necessaria per realitzar el
calcul del senyal de sortida associat a x[n].

» [Oppenheim1999] p23-p24

Operador de convolucio

El desenvolupament de I'expressio de sortida del senyal y[n]: Zx[k]h[n - k] obtingut
k=—0

fruit de I'aplicacié de les propietats de linealitat i invariancia temporal ens porta a la

definici6 d'un operador matematic definit com a sumatori de convolucid

yln]= aln]* nln]= 3k Jpln ~ k]

o . El sumatori de convolucié és I'operador matematic
que ens permetra obtenir el senyal de sortida d'un S.L.I.T. coneguts el senyal
d’entrada i la resposta impulsional del sistema. Es important que estudiem les
propietats d’aquest operador matematic i que coneguem quines son les propietats més
interessants i el procediment de calcul del senyal de sortida.

» [Oppenheim1999] p23-p28

Associacio de S.L.1I.T.

Un problema tipic en el desenvolupament d’aplicacions complexes és el de
'associacio de sistemes discrets. En el cas que tots el sistemes siguin S.L.L.T. el
problema de la seva associacié té caracteristiques interessants que estudiarem en
aquest capitol. L’'operador de convolucid és un operador lineal que compleix les
propietats de commutativa, associativa i distributiva respecte a la suma. Aquestes
propietats porten a interessants propietats sobre I'associacié de S.L.I.T.

Totes aquestes propietats porten al fet que qualsevol associacié de S.L.I.T. en série,
paral-lel o qualsevol combinacié d’aquestes associacions es pot reduir a un unic
sistema equivalent amb una resposta impulsional que es pot calcular en funcié de les
respostes impulsionals dels sistemes implicats en I'associacio.

15
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» [Oppenheim1999] p28-p30

Propietats dels S.L.I.T.

Com que els S.L.LT. estan completament caracteritzats per la seva resposta
impulsional, totes les propietats relacionades amb el sistema es poden deduir en
funcio de les caracteristiques de la resposta impulsional.

En el cas dels S.L.I.T. veurem que el sistema sera estable sempre que la resposta
impulsional sigui absolutament sumable. Cal que recordem que la resposta impulsional
és la sortida del sistema quan I'entrada és una delta discreta. La funcié delta és una
funcié localitzada temporalment a l'origen amb energia unitaria i la resposta
impulsional representa la dispersioé d’aquesta energia a la sortida del sistema.

Si la resposta impulsional és sumable vol dir que el senyal de sortida al sistema és
acotat quan a l'entrada tenim un senyal acotat, conseqlientment en aquest cas es
tractara d’'un sistema estable. En cas contrari, si la resposta impulsional no és
absolutament sumable aixd voldra dir que el sistema genera un senyal d’energia
infinita quan s’alimenta amb un senyal acotat, essent un sistema inestable.

Altres caracteristiques com ara el comencament i la finalitzacié de la resposta
impulsional ens definiran caracteristiques com la causalitat. Un sistema sera causal o

no anticipatiu sempre que la seva resposta impulsional compleixi h[n]: 0 n<0 .Si

el sistema és causal, I'entrada sempre ha de precedir la sortida, conseqlientment la
sortida a una funcié delta ha de donar-se posteriorment a la posicié temporal del
senyal. La resposta impulsional es donara en les mostres successives a l'instant n=0.

= [Oppenheim1999] p30-p34

1.3.1. Problema de convolucio

En aquest apartat heu de realitzar un conjunt de problemes relacionats amb la
resposta impulsional dels sistemes i I'operador de convolucié. Es important treballar
amb profunditat tots aquests conceptes ja que sén la base i els fonaments més
importants per assolir amb éxit I'estudi dels capitols posteriors.

Problema convolucio

Determineu la sortida d’'un S.L.I.T. si el senyal d’entrada x[n] i la resposta impulsional
del sistema estan definides segons:

a) x[n]=uln] An]=a"u[-n-1] a>1
b) xln]=uln—4] Hln]=2"ul-n-1]
c) x[n]=u[n] A[n]=(0.5)2"u[-n-1]

16
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d) x[n]=u[n]-u[n-10] A[n]=2"ul-n-1]

Feu servir propietats de linealitat i invariancia temporal per minimitzar treball en els
apartats (b)-(d).

» [Oppenheim1999] p72 (problema 2.10.)

RESUM

En aquesta sessié hem vist les caracteristiques més interessants dels S.L..T. Hem
pogut estudiar la importancia de la resposta impulsional en aquests sistemes aixi com
en l'analisi de les seves propietats. També hem observat la importancia de I'operador
de convolucié en el calcul del senyal de sortida en funcié del coneixement del senyal
d’entrada i la resposta impulsional del sistema i com l'aplicacié de les propietats
matematiques d’aquest operador ens han portat a conclusions sobre la interconnexio
de sistemes.

17
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SESSIO 3

Nom: Equacions lineals amb coeficients constants.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En la sessi6 anterior varem veure les caracteristiques dels S.L.I.T. Es va constatar la
importancia del concepte de resposta impulsional i 'operador de convolucié com a
eina de calcul de la sortida en aquest tipus de sistemes. D’altra banda, també vam
estudiar les propietats dels S.L.I.T. en funcié de les caracteristiques de la resposta
impulsional.

OBJECTIUS

En aquesta sessié s’introduiran les equacions lineals amb coeficients constants.
Aquestes equacions generen una important subclasse dels S.L.I.T. i val la pena
realitzar-ne I'estudi ja que ens porten directament a equacions d’implementacié de
filtres digitals. En aquesta sessid estudiarem les caracteristiques d’aquest tipus
d’equacions i estudiarem la seva relacié amb els S.L.I.T.

CONTINGUTS

En aquesta sessidé estudiarem les caracteristiques de les equacions lineals de
coeficients constants en diferéncies i estudiarem la seva relacié amb els S.L.I.T.

1.4. Equacions lineals en diferencies amb
coeficients constants

En el camp dels senyals i de les sequéncies discretes existeixen unes equacions amb
caracteristiques interessants, les equacions en diferéncies amb coeficients constants.
Aquestes equacions son l'equivalent a les equacions diferencials de coeficients
constants dintre del domini discret. D’igual forma que passava en el cas de sistemes
analogics en qué les equacions diferencials eren una eina important de cara a la
implementacié de sistemes lineals, en el cas dels sistemes discrets aquestes
equacions formen una important classe de sistemes lineals. El seu coneixement i
relaci6 amb la resposta impulsional del sistema sén de vital importancia de cara al
desenvolupament de filtres discrets.
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Introduccio a les equacions lineals en diferéencies amb
coeficients constants

En aquest concepte definirem que és una equacié lineal en diferéncies de coeficients
constants i presentarem algunes de les seves propietats basiques de cara a la
implementacié de sistemes lineals. Una equacié lineal amb diferéncies de coeficients
constants és una equacié que relaciona dos seqiéncies de la seglent forma:

gaky[n—ﬂ{zobkx[n—k]

Una equacio d’aquest tipus és una relacié entre una seqiéncia x[n] i una sequéncia
y[n] mitjangant combinacions lineals de versions desplacades de les mateixes.

En determinades ocasions, sistemes lineals amb una donada resposta impulsional
coneguda es poden transformar en equacions d’aquest tipus que relacionen I'entrada i
sortida del sistema.

Les equacions lineals de coeficients constants amb diferéncies sén una eina d’enorme
interés de cara a la implementacio real de sistemes. En la sessié anterior varem veure
que l'operador de convolucié relaciona la sortida del sistema amb el senyal d’entrada i
la seva resposta impulsional. Si hem de dissenyar un sistema sobre un processador,
I'operador de convoluciéo no sempre sera possible d'implementar per poder obtenir la
sortida. Segons la longitud de la resposta impulsional definirem dos tipus de filtres:
F.I.R. (Finite Impulse Response) i els filtres I.I.R. (Infinite Impulse Response).

Els filtres F.I.LR. sén filtres amb resposta impulsional finita i la seva implementacio
mitjangant convolucié déna lloc a un sumatori finit que es pot implementar directament
sobre un DSP (digital signal processor o processador de senyals digitals, dispositiu
especific per realitzar operacions de tipus suma i producte en un sol cicle d’instruccio,
operaci6 molt habitual en el tractament digital del senyal) o un processador
convencional. En canvi, els filtres I.I.R. donarien lloc a sumatoris de durada infinita que
farien impossible la implementacié sobre un dispositiu de calcul convencional. La
solucié passa per obtenir equacions en diferéncies de caracter recursiu que ens portin
a una possible implementacio.

= [Oppenheim1999] p34-p35 (exemples 2.14i 2.15.)

Condicions inicials

Si considerem una equacié com I'anterior

gaky[n —k]z gbkx[n —k]

una determinada sequéncia d’entrada x[n] no generara una uUnica senyal de sortida,
llevat que fixem restriccions addicionals. En general, el senyal de sortida associat a
una determinada entrada estara format per dos senyals diferents
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és a dir, tindra una soluci6 particular yp[n] que dependra de la sequéncia d’entrada
més una solucié a I'equaciéo homogénia

N
Zakyh [n—k]= 0
=0

A ligual que en les equacions diferencials en el domini continu, la solucié del sistema
tindra una solucio particular que depén del senyal d’entrada i una soluci6 homogénia
que dependra exclusivament de I'estat inicial en qué es troba el sistema, és a dir, de
les condicions inicials.

En qualsevol cas, el tipus de solucions de lI'equacié homogénia no és d’especial
interés en el contingut d’aquest curs. No obstant aix0, si que hem de tenir present que
existira aquest tipus de solucié i que hem de forgar-la a zero mitjangant I'is de les
condicions inicials per garantir que la resposta del sistema és unica i exclusivament la
corresponent a la solucio particular.

= [Oppenheim1999] p36-p40

Solucio recursiva d’equacions en diferéencies

L’expressié d’'una equacié en diferéncies es pot expressar per obtenir una equacio
recursiva de la solucié a I'equacié. Una equacio en diferéncies es pot escriure de la
seguent forma

si volem obtenir una solucié orientada a la dreta o

N-1

y[n—N]z —za—ky[n—k]+ ib—kx[n—k]

k=0 YN k=0 Ay

si la volem obtenir orientada a I'esquerra. Com es pot veure en qualsevol de les dues
equacions, la forma de la sortida recursiva dependra de I'entrada del sistema, pero
també dependra de les condicions inicials de partida (valor inicial de les sortides
anteriors). Les condicions inicials seran les responsables de la solucié homogénia,
mentre que el senyal d’entrada sera I'encarregat de dirigir la solucié particular.

Aquest tipus de sistemes només es comportaran com a sistemes lineals i invariants en
el temps si es garanteix un estat inicial de repos forgant les condicions inicials a zero
abans de comengar la solucié recursiva. Aixd es de vital importancia de cara a la
implementacié de filtres discrets ja que, si no forcem aquesta restriccid, la solucio
homogeénia pot emmascarar la solucié particular a causa d’una mala inicialitzacié.
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» [Oppenheim1999] p37-p39

1.4.1. Problema de solucio recursiva d’equacions en
diferencies

L’equacio en diferéncies que satisfa la relacié entrada-sortida en un sistema és

Mnl=ayln 1]+ xln]

Trobeu la sortida del sistema si I'entrada és x[n]= k5[n] i y[-1]=c. Raoneu quina part
correspon a la solucio particular i quina part a la solucié homogénia.

» [Oppenheim1999] (exemple 2.16.)

RESUM

En aquesta sessié s’han estudiat les equacions lineals amb diferéncies de coeficients
constants. Aquestes equacions son de vital importancia de cara a la implementaci6 de
filtres discrets de resposta impulsional infinita mitjangant I'is de la solucié recursiva.
Aquests sistemes només es comportaran com a sistemes lineals en el cas que
garantim un estat inicial de repds en les seves condicions inicials abans de comencgar
el processament.
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SESSIO 4

Nom: Problemes sobre S.L.I.T.
Tipus: de problemes
Format: no presencial / semi presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3

o8

7 7
0.0 0.0

3

o8

7 7
0.0 0‘0

7
0.0

PRECEDENTS

En les sessions anteriors s’han estudiat les caracteristiques més importants dels
S.L.L.T. Hem vist la importancia d’aquest tipus de sistemes en el desenvolupament
d’aplicacions, la seva caracteritzacié mitjangant la resposta impulsional i el calcul de
sortida amb I'operador de convolucié. S’han estudiat també les equacions lineals en
diferéncies amb coeficients constants i hem vist la seva importancia de cara a la
implementacié de filtres |.I.R.

OBJECTIUS

En aquesta sessié de problemes intentarem posar en practica tots els coneixements
presentats en sessions anteriors i assolir un major grau de comprensio enfrontant-nos
a la resolucio de problemes lligats als conceptes teodrics desenvolupats.

1.5. Problema de sistemes causals

Per a cadascuna de les seglents respostes impulsionals, determineu si el sistema és
0 no és causal.

a) h[n]:(% nu[n]
b) h[n]:(% nu[n—l]

_l‘”‘
2

]
d) h[n]=u[n+2]-u[n-2]
]

n

uln]+3"u[-n—1]
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» [Oppenheim1999] p832 (problema 2.18.)

1.5.1. Problema de sistemes estables

Determineu per a cadascun dels segients S.L.1.T. si el sistema és o no és estable:

» [Oppenheim1999] p832 (problema 2.19.)

1.5.2. Problema de I'operador de convolucio

En aquest problema estudiareu la reflexio i el desplagament de la seqlieéncia implicat
en I'operador de convolucié y[n]= zx[k]h[n —k]-

k=—o0

= [Oppenheim1999] p25 (exemple 2.12.)

1.5.3. Problema de calcul analitic de la convolucio

Considereu un sistema amb resposta impulsional
[n]=u[n]-u[n - N]
Trobeu I'expressié analitica del senyal de sortida si I'entrada al sistema és

x[n]=a"u[n]

= [Oppenheim1999] p26-p28 (exemple 2.13.)
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1.5.4. Problema d’equacions lineals en diferéncies de
coeficients constants

Considereu una equacio lineal amb diferéncies de coeficients constants
3 1
]l =11+ ooln=2]=2x{n 1]
Determineu el senyal y[n] 5, >0 si x[n]: 5[n] [ y[n]: 0 n<0.

= [Oppenheim1999] p830 (problema 2.4.)

1.5.5. Problema de propietats de sistemes
d’equacions en diferencies

Considereu un sistema amb una relacié entrada-sortida que satisfa la seguent equacio
en diferéncies

yln]=nyln 1]+ 2ln]
Considereu que el sistema és causal i que satisfa les condicions inicials de repos
xn]=0 n<n,iyn]=0 n<n,.

a) Si x[n]= &[n] determineu el senyal de sortida y[n] per tot n.

b) Es un sistema lineal? Raoneu la resposta.
¢) Es un sistema invariant en el temps? Raoneu la resposta.

= [Oppenheim1999] p831 (problema 2.12.)

RESUM

En aquesta sessié s’han presentat tot un conjunt de problemes relacionats amb el
tema de senyal i sistemes discrets fent émfasi en els S.L.I.T. Els problemes presentats
tenen com a finalitat assolir el grau de comprensié necessari sobre el tema mitjangant
la presentacié de problemes practics lligats amb els temes tractats. Finalment es
presenta el capitol d’autoavaluacié perqué pugueu comprovar el grau dels vostres
coneixements mitjangant la resolucié d’algunes preguntes test.
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SESSIO 5

Nom: La Transformada de Fourier de Sequéncies Discretes (T.F.S.D.)
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3

o8

7 7
0.0 0.0

3

o8

7 7
0.0 0‘0

PRECEDENTS

En el capitol anterior s’han estudiat les propietats més rellevants dels sistemes lineals
invariants en el temps ( S.L.I.T. ). També s’ha tractat la caracteritzacié temporal fent
emfasi en el calcul de la resposta impulsional i en I'operador de convolucié com a eina
matematica que permet calcular la sortida del sistema per a qualsevol senyal
d’entrada.

OBJECTIUS

En aquesta sessido introduirem els conceptes basics de l'analisi en el domini
freqlencial per a senyals discrets. Definirem les autofuncions dels sistemes lineals
invariants en el temps (S.L.I.T.) i justificarem I'estudi frequencial mitjangant la
descomposicié del senyal dentrada en la base d’autofuncions. Finalment,
demostrarem les equacions d’analisi i de sintesi de la Transformada de Fourier de
Senyals Discrets (T.F.S.D.).

CONTINGUTS

En aquesta sessi6 analitzarem les caracteristiques fonamentals de la T.S.D. i la seva
aplicacio a I'estudi i a 'analisi de senyals i de sistemes discrets.

2. Analisi de Fourier per a senyals i
sistemes discrets

2.1. Introduccio a la T.F.S.D.

En aquest primer apartat del capitol definirem els conceptes d’autofuncio i de resposta
freqiencial d'un S.L.I.T. que estan intimament lligats i permeten donar una visio del
seu comportament freqliencial.

27



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

Les exponencials complexes com a autofuncions dels
SILIIITI

Una autofuncié es defineix com aquella funcié que, alimentada a l'entrada d'un
sistema, apareix novament a la sortida multiplicada per un factor de guany escalar
(autovalor). Les exponencials complexes compleixen la propietat de ser autofuncions
dels S.L.I.T. D’altra banda, com veurem més endavant, formen una base ortogonal en
'espai de sequéncies, fet que ens permet representar la totalitat de sequéncies
d’energia finita. Aquests dos fets justifiquen I'estudi frequencial mitjangant la T.F.S.D.

= [Oppenheim1999] p39

Resposta freqliencial d’un S.L.1I.T.

Analitzant el senyal de sortida per a una exponencial complexa d’entrada genérica
amb pulsacid o, s’observa que el factor de guany multiplicatiu és una funcié de la
variable o. (NOTA: D’ara en endavant s'utilitzaran de forma indistinta els termes de
freqUéncia i pulsacié per a denotar la variable w). Depenent de la pulsacié del senyal
d’entrada, aquest factor pren valors diferents, i I'estudi del guany per a totes les
possibles frequiéncies es coneix com a resposta freqlencial del sistema H(ef“’).

Aquesta funcié rep també el nom de funcié de transferéncia i, a I'igual que la resposta
impulsional, descriu perfectament totes les propietats addicionals (a les de linealitat i
invariancia temporal). Es una funcié generalment complexa, de forma que el modul
ens dona el factor en qué es veu modificada I'amplitud del senyal de sortida, i

'argument representa el desfasament relatiu entre el senyal d’entrada x[n] i de sortida
yln]

» [Oppenheim1999] p39-p40

2.1.1. Problema de S.L.I1I.T.

Dedueix la resposta freqUencial d'un sistema que retarda ,, mostres el senyal
d’entrada. Feu la representacié en modul i fase.

» [Oppenheim1999] p40

2.2. Representacio freqiiencial de seqiiencies
mitjancant la T.F.S.D.

En aquest apartat veurem les equacions d’analisi i de sintesi de la T.F.S.D. aixi com la
comprovacié que formen una aplicacio bijectiva. Aixd ens permetra concloure que tota
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sequéncia d’energia finita t¢é dues representacions utils i valides per a l'estudi de
S.L.LTs.

Fins ara hem vist la convolucié com a eina basica d’analisi per obtenir la sortida d’'un
S.L.I.T. a partir de la seqliéncia d’entrada x[n] i la resposta impulsional del sistema
h[n]. La representacid6 de sequéncies i de S.L.LT. en el domini frequencial ens
permetra donar una interessant visié alternativa per obtenir la sortida del sistema com

a producte de la T.F.S.D. de la sequéncia d’entrada, X(ef“’), i la resposta frequiencial
del sistema, H(ef'“').

Expressio de sintesi de la T.F.S.D.

La gran majoria de senyals discrets (senyals d’energia finita, etc...) es poden
descompondre segons la seglient expressio:

x[n]= i ]T.X(ej“ )ej“’”da)

-

L’equacio anterior rep el nom d’equacié de sintesi (o inversio de la T.F.S.D.), ja que
determina el senyal x[n] a partir d'una combinacié lineal continua d’infinites
autofuncions d’amplitud infinitesimal, cadascuna de les quals esta ponderada per una

quantitat %X(ej“’)da)- També podem observar que I'expressié integral recull I'interval

de pulsacio discreta [_;; 7;] Aixo és aixi pel fet que qualsevol pulsacié discreta es
pot representar (o reduir) en un valor real dins d’aquest interval.

eja)n — ej(a)+27zk)n \v/k c Z

Cal recalcar que en el cas d’analitzar un S.L.I.T., cal substituir el senyal x[n] per la
resposta impulsional h[n] i X(ef‘%) per la funcioé de transferencia del sistema H(ef‘“o )

= [Oppenheim1999] p14 (2.15 i 2.16)

» [Oppenheim1999] p45 (2.112)

Expressio d’analisi de la T.F.S.D.

En aquest apartat veurem com calcular la quantitat de cada frequéncia que hi ha
continguda dintre de la seqiéncia discreta, el que ens expressa I'equacié d’analisi. El
valor que representa aquesta quantitat és el que definim com T.F.S.D. (directa) de la
sequéncia x[n] i es calcula segons la seglient expressié en sumatori:

X(ej’” ) = ix[n]e_j“’"

n=—oo

L’equacio anterior es pot interpretar com un producte escalar dintre de I'espai vectorial
de les sequéncies de durada infinita. En aquest espai vectorial, les exponencials
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complexes formen una base ortogonal, de tal forma que les components d’un element
x[n] referides a aquesta base s’obtenen mitjangcant una simple projeccié ortogonal. Per

a una pulsacio6 concreta @, , el valor X (e-’ @0 ) representa el coeficient de projeccio de

la seqiiéncia sota analisi sobre el vector de la base ¢’ | essent la seva magnitud
més gran com meés similitud existeixi entre ambdds vectors.

= [Oppenheim1999] p45 (2.113)

Demostracio de la validesa de les expressions de la
T.F.S.D.

En els conceptes anteriors s’han introduit les expressions de sintesi i d’analisi de la
T.F.S.D. perdo no s’ha demostrat la seva validesa com a parell d’expressions
complementaries. El que es pretén veure en aquest concepte és la demostracio formal
de les dues expressions anteriors. Si es substitueix I'equacié de sintesi dins de
'equacio d’analisi es pot comprovar que el resultat és el mateix senyal discret de
partida x[n], cosa que verifica que una és I'operaci6 inversa de I'altra.

= [Oppenheim1999] p46-p47 (2.116 i 2.117)

Condicions d’existencia de la T.F.S.D.

L’expressié d’analisi de la T.F.S.D. es pot interpretar com la suma d’una série de
termes genérics x[n]e*-fa’". En aquest punt es profunditza en les condicions
d’existéncia del resultat d’aquesta suma, ja que de vegades certes sequéncies poden
provocar que X(ej‘”)—)oo .

Una condicio suficient, perd no necessaria, que garanteix la convergéncia uniforme (és
a dir, per a tots els valors de ) de la T.F.S.D. és que la seqUéncia sigui absolutament
sumable. Un subconjunt de senyals que compleix aquesta condicié és el de les
sequéncies de durada finita. Cal recalcar que en la gran majoria d’aplicacions es
treballa amb senyals finits obtinguts a partir de I'observacié en un temps finit de
senyals que potser sén infinits. Aquest fet garanteix que en la majoria de les
aplicacions és possible realitzar un analisi freqUencial dels senyals implicats.

Hi ha sequéncies que no son absolutament sumables perd que si que son
quadraticament sumables. En aquests casos es diu que hi ha convergéncia en valor

mitja, el que significa que puntualment X(ef%) pot divergir per a algun valor de ¢,
perd que si es fa un promig dels seus valors a l'interval [_ 7[,7[] el resultat global és
finit.

No obstant aix0, hi ha altres seqliéncies que tot i no complir les condicions anteriors,
tenen una T.F.S.D. analiticament calculable. Alguns d’aquests exemples es veuran al
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llarg de les properes sessions, com sén un senyal constant, I'esglad discret, o els
senyal sinusoidals.

» [Oppenheim1999] p47-p48

2.2.2. Problema 1 de T.F.S.D.

Calcula la resposta impulsional d’un filtre passabaix ideal de guany 1 i pulsacio de tall
0 <w, <z rad. Tingues en compte que només cal substituir 'expressio de la resposta

frequencial dins de l'interval [_ ;z,;z], i que aquesta és simétrica parella.

= [Oppenheim1999] p49

2.2.3. Problema 2 de T.F.S.D.

Trobeu la seqliéncia que té per T.F.S.D.:

X(ej“’): 2z i&(a)—a)o +27r)

F=-00

on—ZT<@W<T.

= [Oppenheim1999] p51

RESUM

En aquesta sessio hem vist el comportament de les exponencials complexes en
'estudi de S.L.I.T. El factor més important que remarcar és que, independentment del
sistema sota analisi, si compleix les propietats de linealitat i invariancia temporal, les
exponencials complexes son sempre les seves autofuncions. Aquest fet justifica la
utilitat de I'estudi freqliencial tant dels senyals discrets com dels S.L.I.T.s, ja que una
descomposicié en exponencials complexes sempre simplificara I'estudi d’aquest tipus
de sistemes.
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SESSIO 6

Nom: Propietats de la T.F.S.D.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Dedicacio: 4 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3

o8

7 7
0.0 0.0

3

o8

7 7
0.0 0‘0

PRECEDENTS

En la sessid anterior varem veure la introduccioé a la T.F.S.D. i la importancia d’aquesta
transformada en I'estudi dels S.L.I.T.s aixi com la definicio de les equacions de sintesi i
d’analisi.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 introduirem les propietats de la T.F.S.D. Aquestes propietats ens
permetran ampliar la comprensio de I'analisi mitjancant T.F.S.D. pero d’altra banda ens
aportaran un conjunt d’eines aplicables per al calcul de transformades, essent
fonamental el coneixement de les mateixes per poder realitzar calcul de transformades
de senyals complexes.

CONTINGUTS

En aquesta sessi6 es tractaran les propietats fonamentals de la T.F.S.D.

2.3. Propietats de la T.F.S.D.

Fins ara hem introduit els conceptes relacionats amb I'analisi freqUencial tant dels
senyals com dels sistemes discrets. Es ara el moment de treballar les propietats de
I'eina de calcul que ens permetra donar aquesta nova visio.

Propietat de periodicitat de la T.F.S.D.

Com ja s’ha raonat anteriorment, qualsevol exponencial complexa es pot expressar
amb una pulsacio dins de l'interval [_ ;;,;z]. Aquest fet justifica clarament la primera de

les propietats que veurem, i que diferencia la representacié frequencial dels sistemes
analogics de la dels sistemes discrets.
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X(ej(aH—err)): ix[n]e—j(mzm)n _ ix[n]e—jwne—jbzrn :X(ejw)

n=—00 n=—00

L’expressié anterior es compleix per qualsevol valor enter d’r. Més endavant es veura
la relacio existent entre la T.F.S.D. d’'una seqiéncia i la T.F. del senyal analogic
original mostrejat amb tren de deltes. Llavors es veura una justificacio intuitiva, pero
molt util, d’aquesta propietat.

Propietats de simetria

Les caracteristiques de simetria de les exponencials complexes fan que la
transformada també compleixi algunes propietats de simetria en funcié de les
caracteristiques de la seqgliéncia analitzada. Segons si aquesta és real o imaginaria,
parella o senar, o qualsevol combinacié d’aquestes propietats, la T.F.S.D. associada a
la seqliencia complira determinades condicions de simetria.

= [Oppenheim1999] p52-p56

Propietat de Linealitat

La T.F.S.D. és una transformada que representa el contingut de les diferents
frequéncies que generen un determinat senyal. Una de les propietats més interessants
és que compleix la propietat de linealitat, és a dir, si coneixem les T.F.S.D.s de dos
sequéncies diferents, la transformada de qualsevol combinacié lineal d’aquests
senyals base sera igual a la mateixa combinacid lineal de les seves respectives
transformades.

» [Oppenheim1999] p56-p57

Propietat de desplagcament temporal

La propietat de desplagcament temporal reflexa les modificacions que pateix la
transformada quan es desplaga el senyal origen un determinat nUmero de mostres.
Hem vist que la T.F.S.D. representa el contingut energétic en cada punt freqtiencial
aixi com la fase de cadascuna de les frequéncies que generen el senyal. Un
desplagament temporal del senyal no modifica la quantitat de freqiéncia existent,
unicament modificara la fase en qué aquestes apareixeran en el senyal. Aixo implica
que el modul de la transformada no varia i Gnicament canviara la fase.

= [Oppenheim1999] p56-p57
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Reflexio temporal

La propietat de reflexié temporal relaciona la transformada del senyal original respecte
al senyal origen després d’'aplicar una reflexié temporal. En aquest apartat veurem els
canvis que pateix la transformada quan es gira el senyal. Recordem que la part real de
la transformada representa la projeccid sobre el senyal cosinusoidal, i la part
imaginaria la projeccié sobre el senyal sinusoidal. La reflexié sobre un cosinus no
afecta, perd, sobre el sinus, provoca un canvi de signe. Aquest provoca que la
transformada del senyal reflectit sigui la conjugada del senyal original.

= [Oppenheim1999] p57-p58

Desplacament en freqiiéncia

La propietat de desplagcament en freqiéncia es també coneguda com a propietat de
modulacié. Com veurem en aquest apartat, la modulacié consisteix en 'addicié d’'una
component freqliencial sobre el senyal origen que provoca el desplacament de la seva
energia en el domini frequiencial. Aquesta propietat es dedueix pel fet que el producte
de dues exponencials produeix una suma dels seus arguments, cosa que fa que el
contingut energétic es desplaci una quantitat igual a la frequéncia de modulacio.

x[n] PERLL PR ¢ (e o )

e x[n] I X(e.f(w—wo))

= [Oppenheim1999] p57

Diferenciacio en freqiiéncia

La propietat de la diferenciacid en freqiéncia permet calcular transformades de
senyals que no son facilment computables amb el métode directe. Entre d’altres
podem calcular transformades de rampes, quadratiques i en general de qualsevol

funcié del tipus n* que sigui absolutament sumable, transformada dificilment
calculable pel métode directe.

= [Oppenheim1999] p58

Teorema de convolucio

En el capitol | es van estudiar els sistemes lineals invariants en el temps. Varem veure
que la sortida del sistema es pot expressar com la convolucié entre el senyal d’entrada
i la resposta impulsional del sistema. Aquest teorema ens ddéna tant una visié com una
forma alternativa per a calcular la sortida del sistema utilitzant la representacié
freqUencial tant del senyal d’entrada com del sistema.
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Recordem que les exponencials complexes son autofuncions dels S.L.I.T.s Varem
veure que, en aquests casos, el sistema es comporta com un factor de guany
multiplicatiu dependent exclusivament de la freqiéncia del senyal i de les
caracteristiques del sistema. D’altra banda, la T.F.S.D. permet descompondre un
senyal com a combinacié lineal d’exponencials complexes. Aplicant la propietat de
linealitat sobre aquesta descomposicié es pot veure facilment que la sortida del
sistema sera la combinacio lineal de les sortides de cada exponencial complexa. Atés
que aquestes son autofuncions del sistema, la sortida es calculara multiplicant-les pel
guany que ens determina la funcié de transferéncia, de tal forma que en el domini
transformat, les operacions de convolucié es transformen en simples operacions de
multiplicacio, simplificant-se en gran mesura I'estudi dels S.L.I.T.

» [Oppenheim1999] p58-p59

Teorema de Parseval

El teorema de Parseval ofereix una manera alternativa per calcular I'energia d’'un
senyal a partir del coneixement de la seva T.F.S.D. L'expressié temporal per calcular
I'energia del senyal la déna el sumatori del modul de totes les seves mostres elevat al
quadrat. La T.F.S.D. expressa el senyal com a suma d’exponencials complexes,
consequentment es pot calcular I'energia del sistema calculant la contribucio
energeética de cadascuna d’aquestes exponencials. El teorema de Parseval ofereix una
equacio per obtenir aquesta aportacié a I'energia global mitjancant el concepte de
densitat espectral de poténcia.

= [Oppenheim1999] p58

Propietat d’enfinestrament

La propietat d’enfinestrament relaciona la T.F.S.D. del producte de dos senyals en
funcié de les T.F.S.D.s de cadascun del senyals originals. Aquest teorema determina
que per calcular la T.F.S.D. dels senyals multiplicats cal realitzar la convolucio
periodica de les T.F.S.D.s dels senyals implicats.

= [Oppenheim1999] p59-p60

2.3.1. Problema de propietats de la T.F.S.D.

Demostreu les propietats de modulacid, reflexié temporal i desplacament temporal de
la T.F.S.D.

36



LaSulle%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

RESUM

En aquesta sessi® hem pogut veure les propietats fonamentals de la T.F.S.D.
Aquestes propietats ens han de servir per completar el grau de comprensio assolit
sobre la T.F.S.D. amb l'analisi dels conceptes que hi intervenen. D’altra banda, les
propietats sén una eina de molta utilitat de cara a simplificar el procediment de calcul
de transformades. L'expressio d’analisi de la T.F.S.D. esta formada per un sumatori
infinit de les mostres del senyal sota analisi multiplicat per una exponencial complexa
negativa. Aquesta expressié no sempre és facilment sumable excepte en els casos en
que pren forma de série geométrica. Les propietats estudiades en aquesta sessioé ens
serviran per deduir transformades de senyals complexes a partir de transformades
conegudes i I'aplicacié correcta de les propietats.
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SESSIO 7

Nom: Processament digital de senyals analdgics de banda limitada.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En l'anterior apartat s’han estudiat les propietats i els teoremes més rellevants de la
transformada de Fourier de sequéncies discretes (T.F.S.D.). Totes aquestes propietats
permeten simplificar I'analisi de transformades més complicades, una vegada s’ha
analitzat tot el conjunt de transformades basiques (tal com les d’'una delta de Dirac, un
esglad, un senyal constant, una exponencial complexa, ...etc.). També permeten donar
una visi6 més amplia a I'enginyer, oferint un coneixement estructurat i jerarquitzat de
les transformacions basiques en qué es pot dividir un problema de gran envergadura.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem una de les aplicacions més importants (perd no I'iinica)
dins el mén del processament del senyal. Veurem com, mitjangcant la concatenacié de
conversors analogicodigitals (A/Ds), sistemes de processament digital de senyal
(ordinador, microcontrolador, DSP, etc.), i conversors digitaloanaldgics (D/As), podem
construir un sistema de processament de senyals analdogics de banda limitada.
Veurem com, a partir de les equacions involucrades en el Teorema del mostratge per
senyals de banda limitada, es pot establir una relacié en el domini frequencial entre el
sistema discret implementat i el sistema analdgic equivalent global.

CONTINGUTS

En aquesta sessio estudiarem la relacié entre la representacioé frequencial dels senyals
i els sistemes discrets amb els senyals i els sistemes analodgics, lligam que permet
veure com es pot utilitzar un sistema discret lineal i invariant per tal de construir un
sistema analogic lineal i invariant equivalent.

2.4. Processament digital de senyals analogics
de banda limitada

Una de les aplicacions més habitual dins el moén del tractament digital del senyal és el
processament digital de senyals analogics de banda limitada. Aquest tipus
d’aplicacions poden desembocar en dues variants: el processament de senyal en
temps real (Real-Time Signal Processing); i el processament de senyal en temps
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diferit. Les uniques diferéncies sén que, en la segona versio, els senyals discrets tant
d’entrada com de sortida, son emmagatzemats en una memoria, i també que per al
primer tipus d’aplicacions es requereixen sistemes especificament dissenyats per a
una computacio agil i eficient (és el cas dels processadors digitals de senyal o DSPs).
No obstant aix0, totes dues variants tenen exactament la mateixa interpretacié en el
domini frequiencial i, per tant, I'analisi funcional no té cap diferéncia.

Per tal de relacionar ambdés méns (I'analogic amb el digital, i viceversa) disposem de
tota la teoria desenvolupada sobre el Teorema del mostratge per a senyals de banda
limitada. En aquest apartat no es desenvolupara tota aquesta teoria, ja que és matéria
d’assignatures de cursos anteriors. Es deixa, doncs, al lector, la revisié de tots aquests
conceptes.

A les pagines 140-153 del Oppenheim podeu trobar un resum sobre aquest concepte.

Relacio entre la transformada de Fourier d’'un senyal
analogic de banda limitada i la T.F.S.D. de la seqiiéncia
obtinguda a partir del seu mostratge uniforme

Sigui x (¢) un senyal analogic de banda limitada a B:% rad/seg., i sigui x[n] la

sequéncia obtinguda a partir d’'un mostratge uniforme d’aquest a T segons per mostra,
és a dir x[n]: x(nT) , aleshores es pot demostrar que la relacié entre la transformada
de Fourier (o a partir d’ara T.F.) del senyal analogic i la T.F.S.D. de la seqliéncia és:

X(e"“’)%f)f{j(%—#jj

k=—x

on X,(jQ)=T.Fix.(¢)} i x(e)=7.F.5.D{xn] -

Aquesta relacié posa de manifest forca conceptes, tots ells molt interessants, i que
permeten aprofundir el la interrelacié dins el pla frequencial entre ambdds dominis
analodgic i discret.

La normalitzacio de freqiiencies: baixes i altes
freqiiencies en el domini discret

En primer lloc, cal recordar la transformada de Fourier del senyal que s’obté en
mostrejar xc(t) amb un tren de deltes periodic de periode T segons. Anomenem

aquest senyal xm(t) , de forma que:

k=—o0

5, (0)=x.()x Y 8(~kT) <5 x,(jQ)= ZX( (Q_#D
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Aquesta expressio diu que en mostrejar uniformement (i amb deltes) un senyal
analogic, en el domini freqlencial es produeix una repeticio de tot el contingut

espectral del senyal analogic a pulsacions multiples de la pulsacié fonamental 2%

rad/seg. També apareix un factor d’escala igual al periode de mostratge T. En
definitiva, podem concloure que I'observacié a temps discrets en el domini temporal
d’'un senyal analdgic implica I'aparicioé de periodicitat en el domini frequencial.

D’altra banda, observem també que utilitzant les dues equacions anteriors, la T.F.S.D.
de la seqliencia resultant de la conversido A/D, x[n], no és més que Xm(jQ) fent el
canvi de variable seguent:

Q=w/T

Aquest canvi s’anomena normalitzacié de freqiéncies. Ens diu que la freqiéncia
discreta ¢  s'obté dividint la freqléncia analogica (Q per la freqiéncia de

mostratge 1 :%, , i, en conseqliéncia, que @ és justament 2 perd normalitzant els

valors tal que la pulsacié fonamental Q=27 rad/seg. es correspongui amb la
pulsacié normalitzada ¢ =2 rad.
En conclusid, unint les dues anteriors observacions, podem afirmar que X(ef“’) és

periodica amb periode fonamental normalitzat a 2 rad (ja que la periodicitat de 2%

rad/seg. s’ha normalitzat). Com veiem, aixd concorda amb la primera de les propietats
de la T.S.F.D. Pero0 tota aquesta explicacié té un valor afegit molt important, que és el
fet de poder interpretar la freqléncia dels senyals discrets com una normalitzacio
aplicada sobre la repeticié d’un cert marge de baixes freqliéncies del domini analogic.

En definitiva, es pot parlar de la baixa freqiéncia, en la T.F.S.D. dels senyals discrets,
a tots aquelles regions de l'eix ¢ centrades al voltant de les pulsacions @ =27k ,
essent k un nombre enter qualsevol. Tots aquests punts es corresponen amb la baixa

freqUéncia analogica, quan l'espectre s’ha repetit a pulsacions mdltiples de 277 i
posteriorment s’ha dividit I'eix de frequencia per f . De la mateixa forma, podem

interpretar que l'alta freqiiéncia queda ubicada a les pulsacions discretes @ = 7k ,

essent k un nombre enter senar. En aquest cas, cal dir que es considera la maxima
alta frequiéncia justament el que es coneix com a frequéncia de Nyquist. En general, la
freqiéncia de Nyquist és la meitat de la freqlieéncia de mostratge, i coincideix amb el

maxim ample de banda que pot tenir el senyal analogic xc(f) si es vol poder recuperar-

lo filtrant passabaix el senyal mostrejat amb tren de deltes (veure planes 140-153
d’aquest llibre).

» [Oppenheim1999] p154

Analisi d'un sistema de tractament digital per a senyals
analogics de banda limitada

Analitzem ara I'esquema de la figura 4.11 (pagina 153 d’aquest llibre), en el cas que el
processament que es vol fer és lineal (el sistema discret del mig és un S.L.I.T.).
L’objectiu d’aquest apartat tedric és veure quin és el comportament freqUencial del

sistema com a sistema analdgic amb senyal d’entrada xc(t) i senyal de sortida yc(f) ,
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en funcié de la funcié de transferéncia del sistema discret utilitzat. Es clar que aquesta
relacié pot ser de molta ajuda per a I'enginyer que hagi de dissenyar el sistema discret
donades unes especificacions de comportament del sistema analdgic equivalent.

Estudieu el desenvolupament tedric de l'apartat 4.4 (planes 153-155 d’aquest llibre).
Del desenvolupament tedric es pot concloure que la funcié de transferéncia del

sistema analdgic equivalent Heff(jQ) (o també anomenada resposta frequencial
efectiva) es correspon amb la funcié de transferéncia del sistema discret H(ef“’)
avaluada només en el periode de pulsacions coe[— ;;,+;;] rad, i desnormalitzada
segons el canvi de variable invers al de la normalitzacio Q=0T =0/f, - Fora de

linterval del periode centrat a l'origen la funcié de transferéncia val zero (veure
equacions (4.37) i (4.38) d’aquest llibre).

Observem, doncs, que el sistema analdgic equivalent no pot ser mai un filtre passaalt,
ja que la conversié d’analdgic a discret limita 'amplada de banda dels senyals a la
pulsacié de Nyquist /T .

En els dibuixos de la figura 4.13 (pagina 157 d’aquest llibre), es pot veure graficament

la relacié entre ambdues funcions de transferéncia, en el cas que el sistema discret és
un filtre passabaix ideal de pulsacié de tall () < @< -

Invariancia impulsional

La relacio entre les respostes freqUencials del sistema discret i del sistema analdgic
equivalent, quan el primer és un S.L.I.T. pot traduir-se al domini temporal:

h[n)=Th, (nT)

on hc(t):T.F.‘l{Heff(jQ)} . La deduccié d’aquesta relacié temporal la teniu a la

pagina 161 de [Oppenheim1999]. Es diu que el sistema discret és una versié6 amb
invariancia impulsional del sistema analdgic efectiu.

L’anterior relacio, juntament amb la relacio en el domini frequencial, sén dues
alternatives utils per a realitzar el disseny del sistema discret. De vegades pot ser més
interessant utilitzar una o altra relacio, per tal de simplificar els calculs intermedis.

2.4.1. Problema 1

Demostra la seguent equacio:

L g (s

k=—

on X.(Q)=T.Fix ()} . X(¢’)=T.F.S.Dxn] i x[n]=x(nT) -

42



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

Es recomana que agafeu I'expressio de la transformada de Fourier del senyal xc(f)
mostrejat amb un tren de deltes equiespaiades T segons (mostratge ideal), la qual es
pot expressar en termes de XC(CU) , 1 substituiu el senyal mostrejat pel tren de deltes
on cada delta aporta la informacié d’'una mostra de la sequéncia discreta.

» [Oppenheim1999] p143-p147

2.4.2. Problema 2

Calcula la resposta impulsional del sistema discret tal que, connectat amb conversors
A/D i D/A a I'entrada i sortida respectivament, i governats pel temps de mostratge T, el
sistema total es comporti igual que un derivador analogic ideal.

» [Oppenheim1999] p158

2.4.3. Problema 3

Dibuixa el diagrama de blocs del sistema discret tal que, connectat amb conversors
A/D i D/A a l'entrada i sortida respectivament, i governats pel temps de mostratge T, el
sistema total es comporti igual que un filtre passabaix de primer ordre amb freqiiéncia

de tall € | guany G configurable:

GQ
H Q)=— <
eff(] ) Q. + /0
En aquest cas es recomana utilitzar la relacidé temporal entre les respostes
impulsionals, tot calculant primer la resposta impulsional del sistema analdgic efectiu.

RESUM

En aquesta sessio hem vist com, mitjangant sistemes de conversié analogicodigitals i
digitaloanalogics, conjuntament amb sistemes discrets, podem crear un sistema
analogic equivalent amb el valor afegit de ser un sistema reprogramable, gracies a la
versatilitat dels sistemes discrets. S’han estudiat les relacions tant frequencials com
temporals d’ambdds sistemes, les quals poden ser de molta ajuda en l'etapa de
disseny d’un sistema com aquest.
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SESSIO 8

Nom: Reduccié de la freqliéncia de mostratge en el domini discret (Delmacié)
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En la sessié anterior varem estudiar el disseny de sistemes de processament de
senyals analogics de banda limitada utilitzant sistemes de conversié A/D i D/A i
sistemes discrets. Ens vam centrar en el lligam, dins el domini freqiencial, entre tots
dos mons ('analdgic i el discret). Finalment, varem trobar la relacio, tant temporal com
freqUencial, entre els senyals/sistemes continus i discrets.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 veurem com, mitjangant operacions en el domini discret, es pot
modificar la freqléncia de mostratge que relaciona la sequéncia discreta amb el seu
senyal analdgic original. La delmacio i la interpolacio son les operacions basiques que
ens permetran dividir o multiplicar la freqiéncia de mostratge original per un factor
enter, respectivament. L’Us conjunt de totes dues operacions ens permetra modificar la
freqiiéncia de mostratge per un factor multiplicatiu racional. El fet de poder modificar la
freqiéncia de mostratge “en qué esta representat” el senyal discret desemboca en tot
un seguit d’aplicacions molt interessants (com per exemple, aconseguir retards menors
que el periode de mostratge, o també la descomposicié d’'un senyal en subbandes per
a la seva codificacio eficient — codificacioé de font - o compressio).

CONTINGUTS

En aquesta sessi6 introduirem i analitzarem els esquemes que permeten modificar,
mitjangant operacions en el domini discret, la freqiiéncia de mostratge. Es veuran
nomeés els conceptes lligats a la reduccié de la freqiiéncia de mostratge en un factor
enter M, o el que es coneix també com a delmacié en factor M.

2.5. Modificacio de la freqiiéncia de mostratge en el
domini discret (delmacio i interpolacio)

Fins ara sabem que un senyal xc(f) de naturalesa continua i de banda limitada B

rad/seg. es pot representar a partir de les seves mostres equiespaiades /B seg.
(veure pagines 140-150 d’aquest llibre). En general, si es fixa el periode de mostratge
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T seg., el Teorema del mostratge per a senyals de banda limitada ens garanteix que
podrem recuperar, a partir de la sequéncia obtinguda com a observacions puntuals
equiespaiades T seg. x[n]: xc(f = nT) , el senyal original xc(t) sempreque T < 7 /B.
D’altra banda, estarem incomplint el criteri de Nyquist, i per tant, cal emprar un filtre
antialiasing abans del mostratge en si. Aquest filtre no és més que un filtre passabaix
amb guany 1 i pulsacié de tall /7 rad/seg. En definitiva, en fixar el valor de T , un
sistema de conversié A/D seguit del de D/A (sistema discret identitat) reconstruira
nomeés les frequéncies del senyal xc(f) que es trobin dins del marge de pulsacions

|Q|<7z/T rad/seg. Es a dir, que convertir un senyal del domini analogic al domini

discret implica automaticament la pérdua d’informacié d’aquest senyal fora de la banda
de frequéncies que compleixen el criteri de Nyquist.

2.5.1. Delmacio: reduccio de la freqiiencia de
mostratge en un factor enter M

Es defineix la delmacié en un factor enter positiu M com el procés digital mitjancant el
qual s’obté, a partir de la seqiiéncia x[n]z xc(”T) , la seqiiéncia delmada
X, [n]:xc(nMT) . Es tracta, doncs, de passar d’un periode de mostratge T a un altre

periode de mostratge MT. Si parlem de freqiéncia de mostratge, aleshores hem
passat dutiitzar £ =1/T per obtenir la seqiiéncia x[n] a utilitzar

£.,'=1/T'=1/(MT) = f, /M per a obtenirx,[n] .
Es pot veure clarament que la relacié entre les dues seqiéncies és justament:
x,n]= x[nM ]

que significa que la sequéncia delmadaxd[n] conté només les mostres multiples del
factor de delmaci6 M de la sequéncia original. La resta de mostres, per exemple
{x[1l x[2]....,x[M — 1] suposant A > 2} desapareixen.

El bloc de delmacié es representa esquematicament com una caixa amb el
simbol ¥ M .

Consegqiiéncies de la delmacié en el domini freqiiencial

Abans de tot és important veure quina relacié hi ha entre les T.F.S.D.s X(ef"’) i

Xd(ej”’) d’ambdods senyals x[n] [ xd[”] respectivament. Seguiu la demostracié de la

plana 168 d’aquest llibre, on es relacionen les representacions de totes dues
sequéncies, partint de la relacié que hi ha entre x[n] i xe(f) en el domini freqiiencial, i

X, [n] i xc(t) en el mateix domini freqliencial. L'expressio final és:
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Graficament es pot veure que el significat de I'expressié anterior es tradueix en un
eixamplament en factor M en freqiiencia de tots els periodes de X (ef“’) , conjuntament
amb una compressié de l'amplitud en el mateix factor. La compressié de leix
freqUencial (factor M dividint a 'argument dins de X(ef“’) ) és deguda al fet que en ser
la pulsacié fonamental de mostratge 27z/(MT) , M vegades més petita, les repeticions

de la transformada del senyal analogic es troben més juntes, de forma que en fer la
normalitzacié de freqliencies aquestes repeticions es veuen com si s’haguessin
eixamplat.

Com evitar lI'aliasing en el procés de delmacio

La reduccié de la freqiéncia de mostratge té, no obstant aixd, un punt crucial que cal
ser tractat amb detall. Aquesta reduccié provoca un “enduriment” del Criteri de Nyquist
a freqléncies més petites que les originals i, per tant, veurem com és necessari ubicar
un filtre antialiasing discret tot junt abans del procediment mateix de delacio.
Estudiarem la problematica amb detall.

Atés que partim d’'una seqléncia originalx[n], podem suposar, sense perdua de
generalitat, que tota la banda de freqiéncies del senyal discret conté energia, és a dir,
que X(ejQ);tO per|a)|<7z . Recordem, del tema anterior, que aquesta banda de

frequiéncies en el domini discret representa la banda de pulsacions |Q| <rxlT=xnf,

Es a dir, estem suposant que el senyal continu original xc(z) ha estat mostrejat a una

freqiiéncia de mostratge f,<Blx (on B és 'ample de banda del senyal analdgic en

rad/seg.), de forma que el filtre antialiasing ha retallat les possibles freqiiéncies que no
acomplien el criteri de Nyquist.

En reduir la frequéncia de mostratge, el nou criteri de Nyquist és més sever (abans era
f,>nlT i ara és f >7z'/(MT) ). Per tant, el filtre antialiasing de la conversié A/D
també hauria de ser més sever, pero tenim el problema que la conversié la volem fer

en el mateix domini discret, sense haver de passar novament pel domini analogic. Aixi,
doncs, la funcié d’aquest nou filtre I’'haurem d’'implementar en el domini discret.

A I'expressié que relaciona les transformades respectives de la sequéncia original i la
sequéncia delmada, recordem que es produien dos efectes:

a) Un eixamplament de tots els periodes d’ X(ef“’) en un factor M.
b) Una compressié de les amplituds en el mateix factor M.

De fet, I'efecte a) és el que pot provocar l'aparicié de l'aliasing o solapament
freqiencial, ja que és consequéncia directa de I'apropament de les repeticions de la
transformada del senyal analodgic. En conclusié, es veu necessari d’intercalar un filtre
passabaix discret (que fara la funcio de filtre antialiasing) tot just abans del procés de
delmacié en si. Aquest filtre ha de tenir un guany igual a 1, i una pulsacié de tall igual a
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o, =r/M rad. D’aquesta forma, totes les repeticions, centrades a multiples de 2, a

X(e-f‘”) , quedaran retallades, de forma, en produir-se I'expansiéo en factor M en

freqiéncia, totes les repeticions quedaran ben confinades dins el marge de
freqiéncies del seu periode, evitant aixi I'aliasing.

Finalment, el procés de reduccid de la freqiéncia de mostratge es resumeix en la
connexié en cascada del filtre antialiasing discret (guany 1, pulsacié de tall /A7 ),
seguit del sistema delmador en factor M.

» [Oppenheim1999] p167-p172 (apartat 4.6.1 i figures 4.21, 4.22 | 4.23.)

2.5.2. Problema de delmacio

Sigui x_(¢) un senyal analogic de banda limitada tal que |Xc(jQ)| =0 per |Q| >7/T ,
s’obtenen les dues sequiéncies:

)1 lil=x.(7)
iy X2[n]=x.(n37)

Dibuixa la T.F.S.D. de totes dues sequéncies, suposant que Xc(jQ) té forma

triangular dins el marge de frequéncies on és diferent de zero, i valor a I'origen A. Es
produeix aliasing en algun cas? Per qué? Com ho solucionaries? Dissenya el

procediment per obtenir la seqliéncia x,[n] a partir de x,[z] . En el cas que es vulgui
evitar I'aparicié de l'aliasing en el senyal Xz(ef“’) , quines modificacions faries a
'esquema anterior?

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat el procediment discret per disminuir la freqliéncia de
mostratge associada a una sequéncia en un factor enter M.
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SESSIO 9

Nom: Augment de la frequéncia de mostratge en el domini discret (Interpolacio)
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En lanterior sessi6 hem vist com el procés de delmacié ens permet obtenir la
sequéncia que haguéssim obtingut si haguéssim mostrejat el senyal original analdgic a
una freqliéncia M vegades més petita que la freqiiéncia original. Es aquesta la primera
de les operacions basiques per poder realitzar un canvi de la freqiiéncia de mostratge.

OBJECTIUS

En aquesta sessioé veurem quin és el procediment per obtenir la seqliéncia interpolada
en factor L, que correspondria a haver mostrejat el senyal analdgic a una freqiéncia
de mostratge L vegades més gran que l'original. Finalment s’estudiara 'esquema per a
realitzar un canvi de la freqiiéncia de mostratge en un factor racional, tot combinant els
processos de delmacidé i dinterpolacié, i es veuran alguns exemples practics
d’aplicacio.

CONTINGUTS

En aquesta sessid estudiarem el procés d’interpolacio, que consisteix en I'Us d’un
modul expansor (inserci6 de zeros) seguit d'un filire passabaix discret (filtre
interpolador).

2.5.3. Interpolacié: augment de la freqiiéncia de
mostratge en un factor enter L

El procés d’interpolacio consta també de dues etapes connectades en série: una

expansioé en factor L; seguit d’un filtre passabaix de guany L i pulsacié de tall 7/L rad.
Per tal d’entendre I'equivaléncia entre aquest processament discret i el fet d’augmentar
la frequéncia de mostratge original en un factor enter L, cal, en primer lloc, veure quina

relacio hi ha entre les T.F.S.D.s de les dues sequéncies (I'original x[n] i la interpolada

x,[n] )-
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La relaci6 entre les representacions frequencials d’ambdues seqléncies es pot establir
partint de la relacié temporal entre les sequéncies i el senyal analdgic equivalent.
Deixem a I'alumne, la representacié com a problema.

Una vegada feta la representacio de les T.F.S.D.s de les dues sequéncies original
x[n] i interpolada xi[”] , €s pot resumir la transformacioé de X(ef‘”) a X,.(ej”’) amb dos
efectes diferenciats:

i) Compressio en el factor enter L de tots els periodes (centrats a multiples de 27 ) de
X(ej“’) .

ii) Expansio de les amplituds de X(ef‘”) en el mateix factor L.

Observem que es tracta justament dels efectes contraris als produits en el procés de
delmacié. Aixo és degut al fet que interpolacié i delmacié son, de fet, operacions
inverses I'una de laltra. Malgrat tot, aixd només és estrictament cert quan es fa primer
la interpolacio en factor L, i després la delmacié en el mateix factor M = L.

Estudiem els dos passos, ja enunciats anteriorment, en qué es desglossa el
procediment d’interpolacio.

Expansio en factor L

Aquest és el primer dels passos per a interpolar una seqiiéncia, i es defineix com:

. [n] _ {x[n/L] si n=0,+L+2L,.. } _ ix[kb[n B kL]

0 altres valors

k=—o0

Es tracta, doncs, d’inserir L-1 zeros entre cada dues mostres del senyal original. Aixo
equival a distanciar les mostres de x[n] a valors d’ n multiples d’L. Com es pot veure,

freqUencialment equival a comprimir I'eix de freqiéncia en el factor d’interpolacio L, és
adir:

X (ef“’ ) = T.F.S.D.{xe [n]} — X(ejcuL )

e

= [Oppenheim1999] p172

Filtre d’interpolacio ideal

De la representacio d’Xe(ej“’) i Xl.(ej“’) (del problema anterior), podem veure que hi
ha una certa similitud. La gran diferéncia és que en Xe(ef’”) , la compressié de I'eix

freqUencial en factor L provoca que la periodicitat de 25 original en X(ef"’) es
converteixi en una periodicitat de 27/ . No obstant aix0, veiem que els periodes
multiples d’L es troben situats a pulsacions o, =27k , on k és un nombre enter.
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Aquests periodes coincideixen exactament (llevat, perd, del factor d’'amplitud L) amb
que hihaen Xl.(ef‘”) .

Per tant, es veu clarament que cal eliminar les L-1 repeticions que hi ha entre les
pulsacions (06[72’/L,27Z’—7Z’/L] . Aixd ho podem aconseguir utilitzant un filtre

passabaix discret amb una pulsaci6 de tall ¢ = /L . D’altra banda, el guany del filtre
ha de ser L per aconseguir el segon efecte de la delmacié en el domini frequencial.

Aquest filtre és, de fet, el sistema que realment interpola, ja que la convolucié entre el
senyal expandit x [x] i la resposta impulsional d'aquest filtre interpolador h[n] provoca

que el senyal interpolat es construeixi mitjangant la repeticié de la hi[”] desplacada a

index de mostra multiples d’L i multiplicada per cadascuna de les mostres originals del
senyal:

0

tlil= 3 olkl o 2]

fk=—0

La forma de la resposta impulsional es pot calcular facilment aplicant I'equacié de
sintesi de la T.F.S.D. a la funcioé de transferéncia rectangular del filtre, obtenint:

hi [n]: sin(7z I’I/L)
znl/L

Es pot comprovar que /[n]=0 pern=+LA2L,... ,ien canvi h[n]=1 pern=0 .
Aquesta propietat, ens assegura que el senyal interpolat contindra els mateixos valors
del senyal original a les mostres multiples d’L (corresponents a periodes de temps
T =1/f, ), i en canvi, contindra a les mostres intermédies valors que seran

combinacio lineal de les mostres veines segons els coeficients d’hl.[n] . En ser la

funciod sinc, una funcid que decreix per 5 — +owo , aixd vol dir que es tindran en
consideracido amb major pes especific les mostres veines més properes que no pas les
més llunyanes. Aixd significa, d’alguna manera, que el senyal interpolat té una certa
memoria intrinseca o correlacié important, pel fet que hem augmentat la freqiiéncia de
mostratge, perd no s’ha modificat 'ample de banda del senyal analdgic equivalent que
representa la seqliiéncia interpolada.

» [Oppenheim1999] p172-p176 (apartat 4.6.2)

2.5.4. Problema d’interpolacio

A continuacié se us proposen un parell de problemes sobre la interpolacio.
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Problema 1

Sigui xc(f) un senyal analdgic d’amplada de banda B = /T rad/seg., i siguin les

sequéncies seguents obtingudes a partir del seu mostratge uniforme, on L és un
nombre enter positiu major que 1:

i) x[n]=x,(nT) . mostratge a £ =1/T
ii) xi[n]:xc(nT/L) ,mostratgea f '=L/T =Lf,
Dibuixa les T.F.S.D.s de totes dues seqliéncies, suposant queXC(jQ) té forma

triangular dins del marge de freqiéncies no nulles i amplitud a l'origen A. Es pot
produir aliasing en Xl.(ej”)? Per qué? Resumeix en tres linies els dos efectes o

variacions principals que es deriven de comparar X(ef‘”) amb X, (e-f”) .

Problema 2

En un sistema de processament digital de senyal es vol augmentar la frequéncia
original de mostratge d’'1K Hz a 5K Hz. Per fer-ho es proposa fer les seguents

operacions al senyal original discret x[n]i

Modul I:

+00

xe[n] = Zx[k]- 5[}1 - Sk]
k=—o0
Modul II:
xl.[n] = %(xe[n + 4]+ 2xe[n + 3]+ 3xg[n + 2]+ 4xe[n + 1]+ 5xe[n]+
+4xe[n—l]+3xe[n—2]+ 2xe[n—3]+ xe[n—4])

Dibuixa les representacions freqiiencials dels senyals xe[n] i xi[”] ,si la T.F.S.D.
X(e-’“’) de x[n] té forma triangular, amplitud maxima 1/T i ocupa tota la banda de
[-7.+7z]. Si x[n]=05[n]+26[n—-1]-36[n-2] dibuixa x, [n] De quin tipus

d’interpolacié es tracta? Quines limitacions i avantatges creus que aquesta solucié té
enfront d'utilitzar el filtre d’interpolacio ideal ? Justifica els teus raonaments.

= [Oppenheim1999] p173-p175

52



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

2.5.5. Modificacio de la freqiiéncia de mostratge en
un factor racional

Vistos els submoduls de delmacié i d’interpolacio, utils per a reduir o bé augmentar la
freqiéncia de mostratge en un factor enter respectivament, passem a veure el cas
genéric en qué es vulgui augmentar o bé reduir la freqiéncia de mostratge per un
factor racional. En aquest cas utilitzarem la concatenacié d’'un sistema d’interpolacié
en factor L i, seguidament d’'un sistema de delmacié en factor M. Si la freqliéncia

original de mostratge és f,,» €s clar que despres de la interpolacio, la nova freqliéncia
de mostratge sera Lf , mentre que després de la delmacié posterior sera de R- f
on R =L /M ésunnombre racional, anomenat també factor de remostratge.

El fet que primer es posi el sistema d’interpolacié i després el de delmacio es justifica
de la seglient manera. Imaginem que invertim aquest ordre, i primer es delma el
senyal. Recordem que en realitzar una delmaci6, estem retallant el contingut
freqUencial de la sequéncia original de 7 a /M . Si ho referim a freqiéncies
analdgiques, hem passat de tenir un ample de banda d’fm/z Hz a £, /(2M) Hz.
D’altra banda, el procés d’interpolacié no elimina informacié del senyal, per tant 'ample
de banda analdgic final queda igual. Imaginem, en segon lloc, que realitzem el
procediment de remostratge en I'ordre que hem enunciat, primer interpolar i després
delmar. En aquest cas en fer primer la interpolaci6é, abans de fer la delmacio la

freqiéncia de mostratge s’ha modificat, essent Lf, - Per tant, ara la delmacié

provocara l'eliminacié de totes les freqliéncies majors de (L/M)fm . En conclusio,

podem dir que en el primer cas hem eliminat més informacié de I'estrictament
necessaria per a realitzar el remostratge. Per aquest motiu, és convenient fer el procés
en l'ordre especificat al primer paragraf d’aquest apartat.

» [Oppenheim1999] p176-p177

2.5.6. Problema de la modificacio de la freqiiéncia de
mostratge en un factor racional

Sigui x[n] una seqiiéncia amb T.F.S.D. rectangular tal com:

X(e)= lA(ﬁj o] < 7

T \ 27

Dibuixa les T.F.S.D.s de tots els senyals intermedis en un esquema de remostratge del
senyal amb factors L = 2 i M = 3. Es pot simplificar I'is dels dos filtres passabaix (el
filtre interpolador i el filtre antialiasing) en un de sol? Com? Especifica de forma
generica el guany i la frequéncia de tall d’aquest nou filtre en funcié dels index L i M.

» [Oppenheim1999] p177-p178
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RESUM

En aquesta sessi6 hem estudiat el procediment discret per tal d’augmentar la
freqiéncia de mostratge associada a una sequéncia discreta en un factor enter L. Hem
vist com, concatenant els procediments d’interpolacié i de delmacié podem modificar la
freqiéncia de mostratge en un factor racional.
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SESSIO 10

Nom: La Série Discreta de Fourier
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacio: 4 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En el capitol anterior hem estudiat la representacié freqiencial dels sistemes discrets i
la caracteritzacié freqlencial dels sistemes discrets lineals i invariants (S.L.I.T.)
mitjangant la T.F.S.D. També hem vist com podem construir un sistema analogic
equivalent a partir de conversors i processadors de temps discret, aprofundint en la
relacié temporal i freqiencial. Finalment, hem acabat el capitol fent un estudi dels
meétodes de remostratge (o modificaciéo de la frequéncia de mostratge) mitjangant
operacions en el domini discret.

OBJECTIUS

En aquesta sessid6 comencgarem el tema 3 anomenat La Transformada Discreta de
Fourier (D.F.T. o Discrete Fourier Transform). La D.F.T. és una eina fonamental per
entendre la representacié freqliencial de les seqliéncies de temps discret que
compleixen la propietat de ser finites. La utilitat d’aquesta eina es justifica pel fet que
en la majoria d’aplicacions en temps real, el processament d’'un senyal es fa
observant-lo a blocs de mostres de longitud constant. Com veurem, I'is de la D.F.T.
ens proporciona una alternativa alhora de realitzar un filtratge d’'un senyal, i sovint
redueix el cost computacional respecte un processament en el temps mitjangant la
convolucid.

CONTINGUTS

En aquesta sessio es veura, com a preambul fonamental per a entendre els conceptes
posteriors, la representacié freqiencial de les sequéncies periddiques mitjancant el
Desenvolupament en Série de Fourier (D.F.S. o Discrete Fourier Series).
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3. La transformada discreta de Fourier

3.1. Representacio de seqiiencies periodiques:
la Série Discreta de Fourier (D.F.S.)

La Serie Discreta de Fourier (0 D.F.S. Discrete Fourier Series) és una eina de
representacié per a les sequéncies discretes que compleixen la propietat de
periodicitat. A diferéncia de la Série de Fourier per a senyals analogics, el fet de tractar
amb senyals discrets fa que les D.F.S. estiguin formades per un conjunt finit
d’exponencials complexes relacionades harmonicament.

Seqliencies periodiques

Considerem una sequéncia periddica de periode N (enter positiu) com aquella
seqliéncia x[n] que compleix la condicié segient:

X[n]=x[n+rN] Vn,reZ

De forma similar que els senyals periddics analogics, aquest tipus de sequéncies es
poden representar en una nova base harmonicament relacionada d’exponencials
complexes amb freqliéncies:

2r . . Wy
on == és el que es considera com a freqléncia fonamental, la qual expressa una
N

periodicitat d’N mostres. A part de la component continua (per k = 0), la resta de
frequéncies compleixen també la periodicitat d’N mostres:

No obstant aix0, es pot veure com que I'exponencial k-éssima és el mostratge d'una
exponencial continua que realitza k periodes durant l'interval de temps corresponent a
N mostres.

Clarament, la sequéncia f[n] es pot “resumir” en N graus de llibertat, que poden ser,
per exemple, els valors de la seqiéncia dins l'interval de mostres 0 <pn < N —1 (el que
anomenem el periode fonamental). Fora d’aquest interval tots els valors de )?[n] sén

una repeticié d’alguna de les mostres contingudes dins d’aquest interval. Es important
que us adoneu que les seqléncies periddiques contenen la informacié de sequéncies
finites, per exemple, la informacié continguda dins d’un periode. Aquest punt, com
veurem més endavant, és el que permet establir un lligam directe entre el D.F.S.
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(representacié frequencial per a senyals periddics) i la D.F.T. (representacio
freqUencial per a senyals finits).

» [Oppenheim1999] p541-p542

El desenvolupament en serie discreta de Fourier (D.F.S.)

La D.S.F. és una forma alternativa per representar el senyal %[n] amb els seus N graus
de llibertat, perd amb un significat frequiencial, en lloc de temporal. L'expressio de
sinteside la D.F.S. és:

1 M=l j2—”kn
)Nc[n]:—ZX[k]e N
NS

Els coeficients de la D.F.S. )N([k] s’anomenen també coeficients de Fourier d?g[n] i
aporten informacio (ara discreta, en lloc de continua, com és el cas de la T.F.S.D.) de

I'energia que aquest conté a cada frequencia o, = z_ﬁk .
N

L’equacio anterior expressa E[n] com a combinacio lineal de les N exponencials de
Fourier, i és una expressio alternativa a la donada genéricament amb deltes de Dirac.

Per trobar el valor dels coeficients )?[k] cal aplicar el fet que la base de funcions

exponencials complexes utilitzada és una base ortogonal (sempre que es faci la suma
del producte temporal dins d’un periode d’'un nombre multiple de periodes). Seguint el
desenvolupament de la pagina 516 de [Oppenheim1999] s’arriba a I'expressio d’analisi
del D.F.S., que és la seglent:

= [Oppenheim1999] p542-p544

Periodicitat dels coeficients de Fourier

Analitzant I'equacié anterior es pot comprovar que els coeficients de Fourier
compleixen, a ligual que la mateixa sequéncia temporal x[n] la propietat de
periodicitat amb el mateix periode N. Es a dir, X[k|= X[k +rN] Vk,reZ . Aixd ens
permet de tenir dues interpretacions dels coeficients. La primera, com a sequéncia
finita de punts )?[k] per 0<k<N -1, ifora ala resta de valors de k, ja que sbn els

coeficients que estrictament sén necessaris per a representar el senyal discret en
'equacio de sintesi. La segona, considerant que els coeficients conformen, de fet, una
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sequéncia periodica del mateix periode N, i que els coeficients dins del periode que va
deOaN-1.

Notacio

Per tal de simplificar la notacidé sovint es substitueix el terme exponencial complex
amb:

2
Def —j==

— N
W, =e

Les expressions del D.F.S. aplicant I'anterior igualtat ens queden:

1.- Equaci6 d'analisi: X [k]=">"%[n]w,"
2.- Equaci6 de sintesi: %[n]=—> X[k]w*
]vrk=0

on tant %[n] com X[k] son sequéncies periodiques. Sovint farem servir la notacio:

)NC[}’Z] D.F.S. )N([k]

3.1.1. Problemes de la serie discreta de Fourier

A continuacié se us proposen alguns problemes de la série discreta de Fourier.

Problema 1

Sigui la seqliencia periodica formada per un tren de deltes equiespaiades N mostres
(N enter positiu) tal com:

X[n]= ié‘[n+rN]

r=-m

Calcula el desenvolupament en série de Fourier del senyal.

Problema 2

Calcula els coeficients de Fourier de la seglent seqUéncia i expressa el seu
desenvolupament en série de Fourier:

xX[n]= r_i:wxo [n+10r]

on x,[n]=uln]-uln 5] -
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3.2. Propietats de la Séerie Discreta de Fourier

En aquest apartat estudiarem les principals propietats de la D.F.S. que, a l'igual que en
el cas de la T.F.S.D., ens poden simplificar I'analisi de certs problemes de major
envergadura. Cal emfatitzar que en el cas de la D.F.S. per a sequéncies periodiques la
representacié freqlencial desemboca en una altra sequéncia també discreta i

periodica )N([k] , cosa que en el cas de la T.F.S.D. (eina molt més genérica) és un

senyal analdgic i periddic X(ef”’). Aquest fet fa que certes propietats tinguin
diferéncies importants.

Propietat de linealitat

Siguin % [n] i ,[n] dues seqliéncies periodiques amb periode N'i amb D.F.S. tal com:

x[n] <2555 X|[k]

)ch[n] 2 iz[k]

Aleshores, una combinaci6é lineal de les dues seqléncies genera una tercera
sequéncia del mateix periode N i amb un D.F.S. format per la mateixa combinacio
lineal dels coeficients respectius de cada sequéncia:

ax [n]+b%,[n] <25 aX [n]+bX,[n]

Aquesta propietat es pot demostrar facilment substituint el senyal combinacio lineal a
dins de I'equacio d’analisi.

» [Oppenheim1999] p546

Propietat de desplagament temporal

Sigui ?C[n] una sequéncia periddica de periode N i amb coeficients de Fourier )N([k] ,
aleshores un desplagament d’'m mostres de la seqliiéncia ens doéna una altra
seqléncia, amb el mateix periode, de forma que els coeficients de Fourier es poden

expressar com un producte )?[k] per una funcié exponencial complex tal com:

X[n-m] 2L winX[k]

Com que es tracta d'una sequencia de periode N, es pot observar que el
desplagament m es pot expressar, sense pérdua de generalitat, com un valor entre
0<m<N-1. Daltra banda, sempre es pot expressar un nombre enter com

m=m, +m,N on tant my com m, sén nombres enters i () < m, < N —1(en general es
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pot dir que m,=m mod N). Segons aix6 ultim és clar que
Xn-m|=%[n—m —m,N]|=%[n—m,], i que wlm = primemN) _ pyim  pyim _ prim (el

terme WA’/"” és periddic i amb periode N).

» [Oppenheim1999]p546-547

Propietat de dualitat

Si observem detingudament les expressions tant d’analisi com de sintesi del D.F.S.
ens adonarem que son, de fet, expressions gairebé similars (només difereixen d’'un

factor 1/N i del signe de I'exponent de les exponencials W, )- Aquesta gran similitud
es pot establir en la relacié del D.F.S. ja que el tipus de senyals que tenim en un o altre
domini és el mateix (tant ;[n] com )?[k] son sempre sequeéncies periodiques de
periode N), cosa que no passava en el cas de la representacié freqlencial de

sequéncies aperidodiques amb la T.F.S.D. ja que el senyal en el domini frequencial és
també periodic (periodicitat 2r) perd continu.

La propietat I'enunciem com:

)?;[I’l] D.F.S. )N([k]

X[n] <225 N3[-k]

Es a dir, que si )?[k] son els coeficients de Fourier de la seqiiéncia [n] , aleshores

N f[_ k] son els coeficients de Fourier de la seqliéncia )?[n] . No cal perdre de vista

que associem la variable n com a index temporal mentre que k és I'index frequencial,
el que ens permet saber en quin domini ens trobem.

Propietat de desplagcament freqiiencial

Ja vistes les propietats de desplagcament temporal i de dualitat, es pot inferir la
propietat de desplacament freqliencial com un cas particular de la dualitat aplicada
sobre la de desplagcament temporal, de forma que ens queda:

i) 2 El

W]\;nl}*[n] D.F.S. y[k_l]

No obstant aix0, la demostracié d’aquesta propietat es pot fer igual que es va fer la de
desplagament temporal, gracies a la similitud entre les expressions d’analisi i de
sintesi.
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En aquest cas, també es pot generalitzar I'index de desplagament / a un numero enter
entre 0 i N -1, de forma que els coeficients del senyal resultant ordenats per

frequéncies ®, = z_ﬂk amb £ =0,1,...,N —1 son els seglents:
N

{¥[N -1l X[N-1+1]...X[N 1] X[} X[1].... R[N -1 -1])

Aixd es pot entendre com un desplagcament circular dels coeficients, ja que la
seqléncia de coeficients és periddica.

Propietat de convolucio periodica

Siguin % [n] i %,[n] dues seqiiéncies periddiques amb periode N i amb D.F.S. tal com:

Tl 2 XK
%,[n] 255 X, [k]
Aleshores si realitzem el producte punt a punt entre els coeficients de Fourier

d’ambdues sequliéncies, generem uns nous coeficients de Fourier que es corresponen
amb la convolucié periodica entre els senyals temporals. Es a dir:

=

%)= Y R )Tl -m] <25 Fk]= k] T,[K]

0

3
Il

L’operacié corresponent en el domini del temps és el que anomenem convolucié
periodica, i és una operacié que es defineix només entre seqiéncies perioddiques i del
mateix periode. Observem que el terme xz[n_m] €s una versio girada en el temps i
desplagada en funcié de la variable temporal n de }z[m] . Clarament, els dos termes

de la convolucié periodica sén periodics i del mateix periode N. Per tant en desplagar
un respecte de l'altre, el resultat de sumar el producte d’'ambdds senyals en el periode
que va de 0 a N -1 sera també periddic i del mateix periode N.

3.2.1. Problemes de propietats de la D.F.S.

A continuacié se us proposen alguns problemes de propietats de la D.F.S.

Problema 1

Demostra la propietat de desplagament temporal.
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Problema 2

Demostreu la propietat de convolucio periddica de la D.F.S. Es recomana que apliqueu
'equacié d’analisi al senyal %3[11] de la propietat i apliqueu en el posterior

desenvolupament lintercanvi d’ordre dels sumatoris i la propietat de desplacament
temporal.

» [Oppenheim1999] p548-p549

Problema 3

Calculeu la convolucié periodica entre les sequéncies seglients:

)Ncl[n]z ixl[n+5r] fz[n]: ixz[n+5r]

r=—00 r=—0

on els periodes basics dels senyals son:
xl[n]=5[n]+25[n—1]+5[n—2] xz[n]:u[n]—u[n—3]

Calculeu els coeficients de Fourier dels senyals % [n] . %,[n] i %,[z] amb l'equacio

d’analisi i comproveu que es compleix la propietat X ,[k]=X,[k]- X,[k]-

RESUM

En aquesta sessi6 hem estudiat la representacié frequencial associada a les
sequéncies que compleixen la propietat de ser periddiques. Tot i la validesa intrinseca
de l'estudi fet en si mateix, no hem de perdre de vista que 'assumpte que ens ocupa
és l'analisi frequencial dels senyals finits. Aquest analisi s’introduira a la seguent
sessio. Veurem com tot aquest estudi previ no és més que un preambul forca
important a I'hora de fer posteriors interpretacions en I'estudi d’aquest tipus de senyals.
Hem vist diverses propietats que ens seran utils alhora d’entendre millor les propietats
delaD.F.T.

62



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

SESSIO 11

Nom: Cap a la Transformada Discreta de Fourier
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacio: 4 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En I'anterior sessié hem introduit la série discreta de Fourier (o D.F.S.) vista com una
eina alternativa d’analisi frequiencial de les sequiéncies periddiques. Hem vist com les
sequéncies de periode N es poden expressar mitjangant una base de Fourier formada
per N exponencials complexes de frequéncies relacionades harmonicament amb
multiples de la freqliéncia que marca la periodicitat del senyal.

OBJECTIUS

En aquesta sessio, després d’analitzar la representacio de les seqléncies periddiques,
s’introduira la idea que desemboca en la D.F.T.

CONTINGUTS

En aquesta sessié analitzarem, en primer lloc, la T.F.S.D. de les seqliéncies
periodiques. Seguidament, iniciarem I'analisi dels senyals finits, que és de fet, I'objectiu
final que es persegueix en aquest capitol. Veurem com podem relacionar els
conceptes vistos fins ara al voltant dels senyals periddics amb els senyals discrets que
compleixen la propietat de ser finits. No definirem I'eina d’analisi freqliencial d’aquests
tipus de senyals (la Transformada Discreta de Fourier, D.F.T. o Discrete Fourier
Transform) perd si que raonarem la seva necessitat i logica d’utilitzacio.

3.3. La Transformada de Fourier de Senyals
Periodics

Fins ara hem vist com les sequéncies periddiques de periode N poden representar-se

alternativament amb un conjunt d’'N exponencials complexes relacionades

harmonicament. En aquest apartat teoric s’estudiara la representacié de les

sequéncies peridodiques amb I'eina genérica d’analisi frequencial per a seqléncies
discretes: la T.F.S.D.
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La transformada de Fourier de senyals periodics

Tot i que els senyals periddics no compleixen cap de les propietats de convergéncia de
la T.F.S.D. (no sén absolutament sumables, ja que sén senyals infinits), el seu D.F.S.
proporciona una drecera comoda i elegant per afrontar el calcul de la T.F.S.D.
Recordem que també varem obtenir les transformades de senyals no sumables com
és el cas d’un senyal constant.

A partir de 'equacié de sintesi del D.F.S., i aplicant les propietats de linealitat i de

modulacié a la transformada coneguda | vn £S5 Zzﬂ S(w—27zr) , es pot

calcular faciiment la T.F.S.D. d’un senyal periddic ?C[n] de periode N i coeficients de

Fourier )N([k] i expressar-la com:

%)= %)N([k] 5(0)—%]()

k=—0

En aquesta equacié es pot veure que )N((ef‘”) esta formada per una repeticio periodica
d’'un patré d’N deltes equiespaiades 25/ N les arees de les quals son proporcionals

als coeficients de Fourier dins del periode )?[k] de 0<k<N-1 . En ser els
coeficients una sequiéncia periddica N és clar que la T.F.S.D. també sera periddica
amb periode 27,

Si es calcula la T.F.S.D. inversa de I'equacié anterior arribareu a I'expressio de sintesi
de la D.F.S., cosa que deixem com a exercici a I'alumne.

» [Oppenheim1999] p552

3.4. Mostratge de la T.F.S.D.

En aquest apartat estudiarem la relacié que hi ha entre la T.F.S.D. X(ef“’) d’'un senyal
x[n] aperiodic i la seqiiéncia periodica %[n] llurs coeficients de Fourier corresponen a

mostres equiespaiades en freqliéncia d’'un periode de X(ef”’).

Mostratge de la T.F.S.D.

Considerem una sequéncia aperiodica x[n] amb una T.F.S.D. genérica X(ef“’) :

Definim la sequéncia corresponent al mostratge, en el domini frequencial, a
freqliéncies multiples de la pulsacié fonamental 2,/ N , essent N un nombre enter
positiu:

2
Xk]=x(e] o, = X(eij] per k enter

N
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Mostres freqiiencials com a coeficients de Fourier d'una
seqiiencia periodica

Com que X(ef‘”) és periddica 2, , aleshores )?[k] sera una sequéncia també
periddica amb periode N . Per tant, )?[k] poden ser els coeficients de Fourier d’'una
sequencia periodica ;[n] del mateix periode, la qual podem expressar com:

N-1 27 n
%)=L Xk]e "

k=0

Substituint la primera equacioé dins de la segona, i substituint I'expressié d’analisi de la
T.F.S.D. dins de X(ef“’) s’arriba a:

o0

X[n]= Zx[n+rN]

r=—00

Es a dir, que la seqiiéncia periddica resultant de mostrejar en el domini freqiiencial la
T.F.S.D. d’un senyal aperiddic a freqiéncies multiples de 2,/ N i d’expressar-la en el
domini temporal és I expansié periodica del senyal aperidodic original. Aquesta relacio
és molt similar a I'existent entre els senyals periodics analdgics i els senyals aperiodics
analdgics que poden formar els primers (recordeu que els coeficients de la série de
Fourier pels primers es podien expressar en funcié de la transformada de Fourier d’'un
senyal basic aperiodic la repeticié periddica del qual donava el senyal periodic).

Conclusio interessant

Una conclusié molt interessant és la seglent. Si x[n] €s una sequéncia finita d’'M
punts i alhora de mostrejar la T.F.S.D. agafem un nombre suficient de punts dins un
periode d’aquesta (és a dir, N punts on N > M) aleshores podem recuperar el senyal
finit x[n] de la seqliéncia periodica %[z] senzillament fent:

] X[n] 0<n<N-1
M= 0 altres

Es a dir, que si una seqiiéncia és finita de longitud N aleshores n’hi ha prou d’observar
N valors puntuals equiespaiats 2/ N de la seva representacio frequencial per poder
recuperar totes les mostres temporals del senyal.

Aquest Ultim raonament ens proporciona I’ esséncia en qué es basa la D.F.T.

» [Oppenheim1999] p555-p559
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3.5. Representacio freqiiencial de seqiiéncies de
durada finita: la Transformada Discreta de
Fourier (D.F.T.)

En aquest apartat es formalitzen les idees proporcionades a I'Ultim apartat, que ens
portaran cap a la definicio de la D.F.T.

Origen de la D.F.T.

Comencem per considerar una sequeéencia finita x[n] definida a linterval de mostres

0<n<N-1izeroalaresta. A la practica és possible que algunes mostres de I'anterior
interval siguin també zero, cas particular que no cal considerar per separat.

Associem a la sequéncia x[n] la seva extensié periodica de periode N tal com:

+00

X[n]= Zx[n+rN]

r=—00

de forma que podem recuperar la seqliéncia finita original observant el periode per r =
0 d’aquesta nova sequéncia periddica. Aquesta equacio es pot reescriure com:

%[n]=2{((n)), ]
on ((e)), és 'operacié modul N (resta de la divisi6 entera per N).

Recordem, de I'anterior apartat, que els coeficients de Fourier de ?g[n] son mostres
(espaiades 25/ N en freqiéncia) de la T.F.S.D. de x[n] , X(ef“’) . Els coeficients de

Fourier X[k] , que recordem que també sén periddics, de periode N, ens permeten
recuperar el senyal periddic i, en consequiéncia, també el senyal finit original.

Tal i com en el temps, la seqléncia a considerar és una sequéncia finita, la repeticié
de la qual ens proporciona la seqliéncia periddica, en el domini freqiiencial treballarem
de la mateixa manera, quedant-nos només amb la informacié d’'un sol periode dels
coeficients de Fourier. Segons aix0 ultim, estem en condicions d’introduir la
Transformada Discreta de Fourier (D.F.T.) d’N punts del senyal x[n] com:

X[k]=D.F.T.{x[n]} = {)? [k] 0<k<N-1

0 altres

= [Oppenheim1999] p559-p561
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RESUM

En aquesta sessiéo hem introduit les idees basiques necessaries per tal d’entendre
amb profunditat la D.F.T., eina essencial de calcul per a representar els senyals de
naturalesa discreta i finits. A part, hem vist també com les seqliéncies peridodiques de
periode N contenen només energia a freqléncies multiples de la seva pulsacio

fonamental 2,/ N .
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SESSIO 12

Nom: Definicio i propietats de la D.F.T. (I)
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacioé: 2 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

A l'anterior sessié varem introduir la que sera eina basica per a I'analisi frequencial
dels senyals discrets de durada finita: la Transformada Discreta de Fourier (D.F.T.).
Varem veure l'estret lligam que es pot establir entre la série discreta de Fourier
(D.F.S.) i aquesta nova eina d’analisi. Concretament, es pot parlar d’'un isomorfisme
entre la D.F.T. per a sequéncies finites i la D.F.S. per a seqliéncies periddiques.
Aquest paral-lelisme s’estableix gairebé com una equivaléncia quan el periode basic
que es repeteix en la seqliéncia periddica coincideix amb la seqliéncia finita.

OBJECTIUS

Com ja s’ha comentat anteriorment, la majoria d’aplicacions de processament de
senyal digital requereix de la vectoritzacié dels senyals prévia al seu tractament, és a
dir, la conversié d’'un flux continu de dades que provenen d’alguna font d’informacio
(senyal de veu, audio musical, senyal d’'un sensor, d’'una antena, etc.) a un flux també
continu de vectors de longitud N corresponents a trames d'N mostres del senyal
d’entrada. A la practica, sovint resulta molt més econdmic (computacionalment parlant)
processar aquests blocs de dades com un conjunt d’operacions en qué es poden
aprofitar la capacitat de paral-lelitzacié dels processadors.

CONTINGUTS

En aquesta sessié definirem formalment la D.F.T. i introduirem algues propietats
basiques. Com sempre, les propietats ens serviran per analitzar i interpretar la D.F.T.
de senyals més complexos a partir de D.F.T.s de senyals més senzills.

3.6.Propietats de la D.F.T.

En aquest apartat repassarem la definicid de la D.F.T. i veurem les seves propietats
basiques. Establert el lligam que hi ha entre la D.F.T. (per a sequéncies finites) i la
D.F.S. (per a seqliéncies peridodiques), totes les propietats que veurem es fonamenten
en les ja vistes de la D.F.S. al capitol.
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Definicio de la D.F.T.

Sigui 2] una seqiiencia finita d'N punts definida a l'interval 0<7 <N -1 definim la

sequéncia de la mateixa longitud X[k] com la D.F.T. d'N punts d’ x[”] . Les equacions
que relacionen ambdues representacions temporal i freqiiencial de la seqliiéncia son:

1.- Equacioé d’analisi:

2

—1
X[k]=X"x[n]wl 0<k<N-1

n

Il
(=}

2.- Equacio de sintesi:

N
D= L3 x[wt 0snsnN-1

N
on ambdues sequéncies es consideren nul-les fora dels intervals definits, i
Def Jzi
_ N
W, =e _

Genericament, la relacio entre elles s’expressa com:

d] 2

Tot i que les expressions d’analisi i sintesi tenen la propietat de ser periddiques
(s’obtenen els mateixos valors repetits fora dels intervals definits), quan parlem de
senyals finits, només es calculen els N punts tant en un com en laltre domini. La
periodicitat intrinseca és el que lliga la D.F.T. amb la D.F.S. De fet aquest estret lligam
es pot acabar expressant elegantment de la segtient manera:

)] = X[(0), ]

, Lo x T C
on recordem que l'operacio (( ))N indica la resta de la divisié entera de x entre N, o

tambe * Mod N

Propietat de linealitat

Com sempre, i seguint en la linia de totes les eines d’analisi frequencial vistes fins ara,
la D.F.T. és també una transformacio lineal. Aixo vol dir que es segueix complint el
teorema de la superposicid, en aquest cas referent a sequéncies finites considerades
com a sequéncies de la mateixa durada.

Siguin xl[”] i xz[n] dues seqiiéncies finites de durada N i amb D.F.T.s de N punts

Xl[k] i Xz[k] respectivament, aleshores la sequéncia finita també d’N mostres

formada per una combinacié lineal d’aquestes seqtiéncies té com a D.F.T. d'N punts la
mateixa combinacio lineal de les respectives D.F.T.s tal com s’indica a continuacio:
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ax,[n]+bx,[n] 2L aX [k]+bX, K]
A la practica, aquesta propietat es pot aplicar tot i que les sequencies y, [n] i xz[n] no
siguin de la mateixa longitud. En aquest cas, caldria escollir el valor de N com la
durada major d’ambdues sequéncies, i afegir zeros a la seqiiéncia de longitud menor
(operacio que es coneix com a farciment de zeros o zero padding).
La demostracié d’aquesta propietat és immediata a partir de I'equacié d’analisi de la
D.F.T.

= [Oppenheim1999] p564

Propietat de desplacament circular

Recordem la propietat de desplagcament temporal de la D.F.S.:

f[n - m] BLS sl )N([k]

Si Sc“[n]: ix[n_rN]:x[((n))N] (extensid periddica de la seqiiéncia finita x[n] ),

aleshores el desplacament d’m mostres de E[n] déna lloc al desplacament circular de

, X|n| 0<n<N-1
x[n] jaase x[n]:{ ([) ] resta

. Per tant, I'anterior propietat és equivalent a:

n=m), ] 225 WX (%)), ]

km
No obstant aix0, el terme multiplicatiu en freqiéncia Wy és, per definicio, periodic i
amb periode N, amb qué es pot ometre 'operador modul N, quedant:

(e —m)), ] 2= WX (), ]

Si ara ens quedem amb el periode basic que va de 0 a N-1, tant en el temps com en la
freqliéncia, tenim la propietat de desplagcament circular de la D.F.T.:

ln-m))y] 2w Xk]

En ser la seqliéncia original x[”] de longitud N, no es pot ometre 'operador de modul
N dins el senyal temporal, mentre que en el domini freqlencial si, ja que no hi ha cap
desplagament de la sequéncia, i si 0 <k < N —1, aleshores el senyal esta ben definit
dins d’aquest interval.

= [Oppenheim1999] p564-p565
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Propietat de dualitat

A l'igual que la D.F.S., la D.F.T. també compleix la propietat de dualitat. Concretament
I'enunciem de la seglient forma:

] 22 x)
x) 22 W(-0),]

Es a dir, que en posar la seqiiéncia que representa el senyal en el domini freqiiencial

al domini temporal, ens apareix en el domini freqliencial la sequiéncia x[n] multiplicada
per la seva longitud i reordenada inversament en I'index llevat de la primera mostra (es

pot observar que si s’avalua k de 0 a N -1, x[((—k)),]=x[N —k] per 1<k<nN -1
(= =0)y]=x{o])

Igual que en I'anterior cas, aquesta propietat es fonamenta basicament en la propietat
de dualitat de la D.F.S.

» [Oppenheim1999] p567-p568

Propietats de simetria

Atés que la D.F.T. d'una seqi]énciax[n] d’N mostres és similar al periode basic del
D.F.S. de la seqiiéncia periodica x[((n)),] . es poden inferir totes les propietats de
simetria del D.F.S. a les propietats de simetria de la D.F.T. En primer lloc cal

descompondre la seqiiéncia x[n] en una suma de dues seqiiéncies x_ [n] i xop[”]

també definidesa Q0 <»n < N —1 tal com:
x[n] = x,, [n]+ x,, [n]

Aquestes dues sequiéncies corresponen al periode basic de les sequéncies
periddiques conjugada simétrica i conjugada antisimétrica associades al senyal

periodic x[((n))N] , i es poden finalment expressar com:
xep[n]:%{x[n]m*[zv_n]} perl<n<N-—I

3 [0] = Re{x{0]}

xop[n]:%{x[n]_x*m_n]} perl<n<N-—I

3o, [0] =/ Im{x{0]}
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Quan tractem amb senyals reals (les mostres son escalars dins dels nombres reals),
aquestes dues sequéncies reben el nom de seqléncies periodica parella i periodica
senar respectivament.

Una vegada fetes aquestes definicions es pot arribar a les seglients propietats de
Simetria:

elx

Re{x[n]} <220 X [k]
]Im{x[n]} D.F.T. X

k]

xep[n] PREEEEEEEN Re{X [;:]}
xop[n] VARSI jIm{X [k]}

on x, [n](%)(ep [k] [ Xop [n](i))(op [k] .

= [Oppenheim1999] p568-p570

Propietat de convolucio circular

En l'apartat 3.1.2 varem definir la convolucié periodica com una nova operacié entre
sequéncies periodiques del mateix periode N. Recordem que la seqliéncia resultant
era també una sequéncia periddica del mateix periode, i que el D.F.S. d’aquesta tenia
com a coeficients el producte dels coeficients dels respectius D.F.S. de les sequéncies
originals. Ara, veiem la propietat que es deriva de relacionar les sequéncies
periodiques a sequéncies finites de longitud N.

Siguin x,[n] i x,[n] dues seqiiéncies finites de durada N, si definim la seqiiéncia finita
x3[n] resultant de quedar-nos amb un periode del resultat d’aplicar la convolucié
periddica a les extensions periodiques de les seqiiéncies x,[n] i x,[n] . és a dir:

le ]x2 n— m))] perO0<n<N -1

m=0

Aleshores la D.F.T. d’N punts de la sequéncia x3[n] coincideix amb el producte punt a
punt de les D.F.T.s respectives dels senyals x, [n] i xz[n] , és a dir:

X,Jk]=x[k] x[k] O<k<N-1

La demostracié d’aquesta propietat és immediata a partir de la propietat de convolucié
periodica de la D.F.S. Com hem dit, I'extensié periodica dex3[n] és la convolucio

periddica de les seqiiéncies periodiques x,[((n)),] i x,[((n)),] » i segons aquesta
propietat els coeficients del D.F.S. de x,[((r)), ] s’obtenen fent el producte punt a punt

dels de les sequéncies originals. Al coincidir els coeficients de la D.F.T. dels senyals
amb un periode dels coeficients del D.F.S. la validesa de la propietat esta demostrada.
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on definim la convolucié circular entre dues sequiencies de durada N com:

Def N1

@xz[n le m])c2 n— m))] 0<n<N-I

Aquesta nova operacié ens dona el resultat d’'un sol periode de la convolucié periodica
entre les extensions periddiques de les seqiiéncies xl[”] [ Xz[n] . El calcul es fa

desplagant una sequéncia préviament girada (pot ser qualsevol de les dues, ja que és
una operacié commutativa) circularment i deixant l'altra quieta. Per cada desplagament
n s’obté una mostra de la seqiéncia resultant sumant el resultat del producte de les
seqléncies.

Aplicant la propietat de dualitat a la propietat de convolucié circular es pot arribar a la
seguent propietat:
X, [n] AL 5 X | [k]

xz[n] 2EL Xz[k]

wllal] 22— [klo X ]

Aquesta propietat ens diu que el producte punt a punt de dues sequéncies de la
mateixa durada, produeix una convolucié circular de les seqliéncies frequiencials, amb
un factor d’escala 1/N.

= [Oppenheim1999] p571

3.6.1. Problema 1 de D.F.T.

Calcula la D.F.T. de 5 punts de la seqiiéncia finita x[n]=u[n]—u[n—5] . Justifica la
relacid que hi ha entre el resultat obtingut i el D.F.S. de la seqiiéncia periodica
resultant de repetir x[n] a multiples de 5 (quedant una seqiéncia constant i igual a 1).
Torna a fer el mateix, pero ara agafant el valor d’N = 10.

= [Oppenheim1999] p561-p562
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RESUM

En aquesta sessid hem vist la definicio de la D.F.T. i hem estudiat algunes de les
seves propietats, concretament les propietats de linealitat, de desplagament circular,

de dualitat, de simetria i de convolucio circular.
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SESSIO 13

Nom: Definicio i propietats de la D.F.T. (lI)
Tipus: de problemes
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3
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PRECEDENTS

A Tl'anterior sessi6 varem estudiar les propietats basiques de la nova eina d’analisi
freqUencial per a senyals discrets de durada finita.

OBJECTIUS

En aquesta sessid, haureu de realitzar tot un seguit d’exercicis exemple per veure si
s’han entés els conceptes de I'anterior sessio.

CONTINGUTS

A continuacié se us proposen alguns problemes sobre la D.F.T. i les seves propietats.

3.6.2. Problema 2 de D.F.T.

Donat el seglient senyal discret finit:

x[n]=65[n]+ 56[n —1]+ 46[n - 2]+ 35[n - 3]+ 26[n — 4]+ 6[n - 5]

Calcula i representa el senyal X, [n] que té per D.F.T. de 6 punts la sequéncia

rry

Xl[k]: e 6 X[k] per 0<k <N —1,essent X[k] la D.F.T. de 6 punts de x[n] )
= [Openheim1999] p566

3.6.3. Problema 3 de D.F.T.

Sigui la seqiiéncia x[n]:u[n]_u[n_s] , calcula i dibuixa la D.F.T. de 10 punts de la
sequiéncia xl[n]:X[n] , on X[k] ésla D.F.T. de 10 punts de x[n] )
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» [Openheim1999] p569

3.6.4. Problema 4 de D.F.T.

Siguin dues seqiiéncies iguals xl[n]: xz[n]:u[n]—u[n —L] , on L és un enter positiu
major que 0. Definim una nova sequiéncia x3[n] d'N punts, resultat de fer les seglients
operacions:

1.- X,[k]=D.F.T., {x[n]}

2 - X,[k]=D.F.T.,{x,[n]}

3 .- X [k]=x,[k]- X,[k] 0<k<N-1

4 . x;[n]=DET. {X,[k]}

Calcula el senyal resultant x3[n] per als tres casos seglients: N=L, N=2L, N = 3L.

= [Openheim1999] p573-p575

3.6.5. Problema 5 de D.F.T.

Donada la seqliéncia discreta:

{ej‘”"" 0<n<N-1
x[n]=
0 altres

a - Calcula la seva T.F.S.D.
b - Calcula la seva D.F.T. d’N punts.

¢ - Calcula i representa la D.F.T. d’'N punts, per al cas particular on ¢, :%ko i k, es

un nombre enter.

3.6.6. Problema 6 de D.F.T.

Siguin les seglients sequéncies de 4 punts:

x[n]= cos(%] h[n]=2" per0<n<3

a - Calcula la D.F.T. de 4 punts de x[”]
b - Calcula la D.F.T. de 4 punts de #[n].

c - Calcula y[n] = x[n]é h[n] directament amb la convolucié circular.
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d - Calcula I'anterior senyal mitjancant el producte de les D.F.T.s dels senyals originals
i antitransformant el resultat.

3.6.7. Problema 7 de D.F.T.

Siguin les seqléncies periddiques seguents:

% [n]=x,[((n)),] %[n]=x,[((n)),]

on x,[n]=65[n]+56[n —1]+46[n - 2]+ 38[n — 3]+ 26[n — 4]+ 5[n - 5] i x,[n]=&[n]
Calcula i dibuixa la seqiencia X, [n] periodica de periode 7 mostres amb coeficients de

Fourier ¥,[k]= %,[k]- Z.[k] - on %,[k]= DFSE ] i Z.[k]=DESE[] -

3.6.8. Problema 8 de D.F.T.

Siguin dues sequéncies finites:

x,[n]=ad[n—1]+bsn —2]+c:§[n —3]+dS[n—4]+ed[n 3]
x,[n]=dS[n]+ ed[n—1]+ ad[n - 5]+ bS[n - 6]+ c[n - 7]

on g,b,c,die sOn escalars.

Determina la relacid que hi ha entre els coeficients de les D.F.T.s de 7 punts
d’ambdues sequiéncies.
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SESSIO 14

Nom: Calcul de la convolucié lineal mitjangant la D.F.T.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacio: 5 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3

o8

7 7
0.0 0.0
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7 7
0.0 0‘0

7
0.0

PRECEDENTS

A l'anterior sessi6 varem comprovar el grau de comprensié al voltant del capitol 3
definicio de la D.F.T. aixi com de les seves propietats.

OBJECTIUS

En aquesta sessio veurem com podem utilitzar la D.F.T. com a eina de calcul per filtrar
senyals discrets. Es veuran els métodes de filtratge en el domini freqlencial
anomenats Overlap & Add i Overlap & Save. Totes dues técniques es basen en la
segmentacié del senyal discret d’entrada, el blocs de durada constant amb o sense
solapament. Aquest tipus de processament permet evitar retards de calcul quan el
senyal d’entrada és un senyal de durada indefinida o molt gran (p.ex. el senyal de veu
0 musica), aixi com optimitzar els cost de calcul utilitzant la transformada rapida de
Fourier o F.F.T.(Fast Fourier Transform) que estudiarem a la seglent sessio6.

CONTINGUTS

En aquesta sessio introduirem els conceptes basics per fer Us de la D.F.T. per realitzar
un filtratge lineal en el domini transformat.

3.7. Calcul de la convolucio lineal amb la D.F.T.

Al capitol 1 varem veure la convolucioé lineal discreta com a eina fonamental per al
calcul de la sortida de sistemes lineals i invariants (S.L.1.T.). Aquesta operacié es
realitza en el domini temporal i utilitzant el senyal temporal que caracteritza totalment

aquest tipus de sistemes: la resposta impulsional del sistema o H[n] | Alternativament,
sempre es pot recoérrer a I'equacié en diferéncies finites a les quals més endavant
estudiarem com arribar-hi.

Pel cas de sistemes amb una resposta impulsional finita (F.I.R.) o fins i tot per a
sistemes amb resposta impulsional infinita perd que pot ser aproximada com a finita

(per exemple, en el cas que limh[n]: 0 es pot menysprear la cua del senyal), el calcul

n—x0

de la sortida en el domini temporal es pot implementar amb un registre d’N-1
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posicions, N productes (amb els valors no menyspreats de la resposta impulsional) i N-
1 sumes.

No obstant aix0, una tercera alternativa, quan a més de la resposta impulsional també

el senyal d’entrada és finit, és realitzar el calcul del senyal de sortida emprant la
representacié freqiencial d’aquests senyals mitjangant la D.F.T.

Convolucio lineal de dues seqiiéncies finites

Considerem el cas en qué es vol calcular la convolucié lineal de dues sequéncies
X, [n] i X2 [”] de durada L i P mostres respectivament. El resultat d’aquesta convolucio

sera un senyal x3[n] també finit i de durada L + P -1 mostres, i el podrem expressar
com:

sl Sxlnbla-ml= “Sxnbela-n)

m=max {0,n—P}

La convolucio circular vista com una convolucio lineal
amb aliasing temporal

Recordem la propietat de convolucio circular de la D.F.T. Siguin X [k] i X,[k] les

respectives D.F.T.s d'N punts dels senyals (on suposem que N > max{L,P} , amb el

qual es fa, abans de realitzar el calcul de les D.F.T.s, un farciment de zeros dels
senyals de N-L i N-P mostres respectivament). Multiplicar els coeficients

X3[k]:X1[k]-X2[k] i antitransformar amb l'equacié de sintesi de la D.F.T. és
equivalent a realitzar la convolucio6 circular dels senyals temporals, és a dir:

= Sl m), ] [r}0 5 o]

De la discussio vista a I'apartat (Mostratge de la T.F.S.D..) recordem que la D.F.T. d’'N
punts d’un senyal finit equival al mostratge de les pulsacions multiples de 27/ N de la
T.F.S.D. d’'un senyal discret. D’altra banda, si el senyal no era finit i es calculava la
D.F.T. inversa d'N punts de la sequéncia de mostres de la T.F.S.D., en general
s’obtenia un periode de la repeticié periddica del senyal original a multiples d’N.

Si aquest senyal el definim com la convolucié lineal de dos senyals finits x,[n] i x,[n]
de durades L i P mostres respectivament, aleshores la seva T.F.S.D. és:

X3(ej‘”):X1(ej“')-X2(ej”)
En mostrejar aquesta T.F.S.D. a multiples de 2/ N i realitzar la inversio de la D.F.T.

d'N punts, pel que s’acaba de recordar, el resultat hauria de donar la repeticio
periddica del senyal xs["]le[n]*xz[”] , és a dir:
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~+00

x3p[n]: Z’%[H—VN] 0<n<N-1

r=—0w

0 altres

Per tant, podem concloure que la convolucié circular és totalment equivalent a
l'aliasing temporal de la convolucié lineal a mudltiples d’N. D’aquesta important
conclusié podem concloure finalment que la convolucié circular coincidira amb la
convolucio lineal només si es compleix que N > + P —1 . Aixd ho podem expressar
matematicament com segueix:

X, [n]g) x,[n]=D.ET X [k] X,[k]} = DETI{D.ET. {x,[n]}- D.E.T. {x,[n]}} =

= x,[n]* x,[n] si N2> lengl‘h{x1 [n]}+ length{x2 [n]}— 1

L P

Implementacio de S.L.I.T.s amb la D.F.T.

Considerem un sistema discret invariant en el temps amb resposta impulsional finita
h[n] de durada L. Si el senyal d’entrada és també un senyal x[n] de durada finita P,

aleshores podem realitzar el calcul de la sortida mitjangcant I'is de la convolucio
circular pero fent les operacions en el domini transformat. Hem vist que si realitzem el
calcul tot aplicant la D.F.T. d'N punts a ambdds senyals, multipliquem punt a punt les

sequéncies freqiencials x[k] i H[k] , i apliquem la D.F.T. inversa d'N punts al
resultat, el senyal obtingut coincidira exactament amb la convolucié lineal x[n]* h[n]
sempre que es compleixique N >L+P -1 .

Cal remarcar que en realitzar les D.F.T.s d’N punts de les seqiiéncies x[n] [ h[n] cal

abans afegir N-P i N-L zeros al final d’ambdues seqiéncies respectivament, per tal de
normalitzar les durades a N. Aquesta operacio es coneix amb el nom de farciment de
zeros o zero padding.

Aquesta possibilitat de calcul del senyal de sortida del sistema y[n] €S nomeés

aplicable a casos en que el senyal d’entrada és un senyal finit i de durada no molt
gran. A la practica, i com veurem més endavant, I'estalvi computacional es produeix
quan la durada dels senyals implicats en la convolucié no és molt gran. A més a més,
no cal perdre de vista que aquest tipus de processament implica un retard igual, com a

minim, a la durada del senyal x[n] , ja que se suposa que la resposta impulsional és
un senyal conegut a priori.

La convolucié a blocs pel filtratge en el domini freqiiencial de
senyals de durada indefinida: metode Overiap & Add

En moltes aplicacions, generalment el senyal d’entrada és un senyal de durada
indefinida o bé forga llarga (per exemple, en aplicacions de veu, audio, etc...), amb qué
és del tot inviable considerar totes les mostres del senyal d’entrada com un bloc finit de
dades previ al seu processament. Aixd suposaria la necessitat de molta memoria i cost
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computacional, i sobretot, de massa retard de processament. Per tal de simplificar el
problema, una possible solucié és treballar amb blocs de longitud constant L del senyal
d’entrada. El processament a blocs permet beneficiar-nos d’un estalvi computacional
utilitzant el procés de filtratge explicat amb I'is de la D.F.T. alhora que possibilita un
major grau de paral-lelitzacié en la implementacié algorismica del problema.

Considerem un filtre discret amb resposta impulsional h[n] de durada P, i un senyal

d’entrada x[n] que és zero per 5 < (0 i de durada molt major que P. Dita seqliéncia es
pot representar mitjancant la concatenacié de blocs de mostres de durada L tal com:

x[n] = :Z:;x, [n - rL]

on xr[”] és el bloc r-éssim i representen les mostres que van de ;= a
n=rL+ L—1 del senyal d’entrada. No obstant aix0, els blocs els expressem com si
estiguessin dins el periode de temps 5 ¢ [O,L—l] , de forma que en desplacar-los a
multiples d’L els situem en la seva ubicacié correcta dins x[n] . Aquest procediment
rep el nom de segmentacio del senyal.

Atés que la convolucid és una operacio invariant en el temps, el senyal de sortida y[n]
el podem expressar també amb segments tal com segueix:

sl =l o= 32, ]

v, [nl=x.[n]xln]

A diferéncia del senyal d’entrada, no obstant, els segments del senyal de sortida,

yr["], tenen una durada d’L+P-1 mostres, ja que els segments d’entrada sén de
durada L i la resposta impulsional és de durada P. Per tant, aixd0 suposa que en
desplagar el resultat de cadascuna de les convolucions dels segments a multiples d’L
hi haura una superposicié de P-1 mostres entre segments adjacents.

Cadascuna de les convolucions dels segments d’entrada amb la resposta impulsional
es pot realitzar mitjancant la D.F.T. d’N punts, escollint que N > + P -1 . Per tant
podriem obtenir el resultat parcial del segment r-essim amb:

y,[n]=DFET{DFE.T., {x [n]}x D.E.T., {h[n]}}

on s’ha fet el corresponent farciment de zeros de les seqiiéncies abans de fer les
D.F.T.s.

Aquest procediment de calcul de la convolucié es coneix amb el nom d’'Overlap & Add
Method i es refereix al fet que els segments de sortida j [n] s’han de desplacar a les

posicions multiples d’L corresponents, superposar i sumar les regions de P-1 mostres
superposades.
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La convolucié a blocs pel filtratge en el domini freqiiencial de
senyals de durada indefinida: metode Overlap & Save

Existeix un metode alternatiu al filiratge per blocs explicat fins ara. Aquest segon
meétode rep el nom de Overlap & Save Method. La diferéncia principal és que en
aquest cas no cal sumar porcions de senyals superposats al final de tot, i que els blocs
consecutius d’entrada comparteixen un conjunt de P-1 mostres. Concretament, els
blocs d’entrada es defineixen ara com:

xr[n]:x[n+r(L—P+l)—P+1] per 0<n<L-1

on es treballa sempre amb [ > P (longitud dels blocs majors que la resposta
impulsional).

Una vegada es disposa dels segments del senyal d’entrada es procedeix a realitzar el
calcul de la convolucié periodica d’'N = L mostres entre X, [n] i h[n] . Aquesta operacio

la farem mitjancant I'is de la D.F.T. d'N = L punts. Clarament, el resultat tindra la
mateixa durada d’L mostres, perd en haver escollit N = L la convolucié circular no
coincidira amb la convolucié lineal. Es per aquest motiu que el desfasatge entre blocs
d’entrada és de L-P+1 mostres enlloc de L. Com hem dit que [ > P , el resultat de
la convolucid circular coincidira amb la convolucié lineal excepte les primeres P-1
mostres. Vegem-ho:

Vpln]=x, [n](f)h[n]:D.F.T.;1 D.F.T. {x [n] xD.F.T. {n[n]}=
:iy;[n—kL] per 0<n<L-1

on y' [”]Zxr [n]* h[n] és el resultat de la convolucié lineal, i conseqiientment la seva

durada és d’' [ + P—1 mostres. Per tant, amb I'anterior expressio es pot intuir que el
resultat de la convolucié circular coincidira amb la convolucié lineal en el marge de
valors:

yrp[n]=y;[n] per P-1<n<L-1
mentre que en l'interval inicial hi haura aliasing temporal.
yrp[n]=y;[n+L]+y;[n] per 0<n<P-2

Aixi doncs, es reconstruira el senyal de sortida del filtre concatenant les L-P+1 mostres
utils del resultat de la convolucié circular segons:

y[n]:iyr[n—r(L—PH)JrP—l]

r=0

on els segments v, [n] de sortida es defineixen com:

[]_ yrp[n] P-1<n<L-1
yelnl= 0 altres
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La justificacio del nom del métode es fonamenta en el fet que els segments d’entrada
tenen parts en comu, amb qué una vegada processat un segment d’entrada cal
guardar (save) les ultimes P-1 mostres per processar el segient segment.

= [Oppenheim1999] p582-p588
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SESSIO 15

Nom: La transformada rapida de Fourier (F.F.T.)
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

A la sessid anterior varem estudiar la implementacié de sistemes lineals i invariants
discrets mitjancant la D.F.T. Varem veure com podem realitzar el filtratge de senyals
de durada indefinida tot fent una segmentacié i fent les operacions en el domini
freqliencial.

OBJECTIUS

L’objectiu d’aquesta sessio és introduir a 'alumne nous métodes eficients de calcul de
la D.F.T., per tal d’optimitzar (en temps de computacié principalment) aplicacions que
requereixin d’un I'analisi espectral de senyal.

CONTINGUTS

En aquesta sessio veurem algorismes eficients de calcul de la D.F.T. que permeten
reduir notablement el cost computacional de processament. Treballarem amb
l'algoritme de calcul definit com la transformada rapida de Fourier o F.F.T. (Fast
Fourier Transform).

3.8. La Transformada rapida de Fourier (F.F.T.)

A l'apartat 3.1.7 varem definir les equacions de calcul de la D.F.T. d'N punts d’'una

sequéncia finita x[n] tal com:
N-1
X[k]= Zx[n] Wy perO0<k<N-1 Equaci6 d'analisi

n=0
N-1

xn]= %ZX [k]w;  per0<n<N-1  Equaci6desintesi
k=0

L Def _jzl
on, per definicid, W,=e V.

En principi, tant el senyal temporal com freqlencial poden tenir valors complexos.
D’altra banda, totes dues equacions sén gairebé idéntiques quant a calcul es refereix.
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D’aquesta afirmacié sorgia la propietat de dualitat de la D.F.T. Per tant, totes les
simplificacions que podem fer envers la primera expressio (D.F.T. directa) es poden
després aplicar de forma gairebé directa a la segona equacié (D.F.T. inversa).

Avaluacio del cost computacional de la D.F.T.

En aquest apartat avaluarem el cost computacional necessari per calcular els valors de
la sequéncia freqlencial X[k] a partir dels valors de la seqtiéncia temporal x[n]
mitjangant I'equacio d’analisi de la D.F.T.

Observem que per calcular cada mostra de X[k] calen N productes complexos i N-1

sumes complexes. En ser una sequéncia d’N punts, en total calen N? productes
complexos i N(N—l) sumes complexes. Cada producte complex requereix de 4
productes reals i 2 sumes reals, mentre que cada suma complexa requereix de 2
sumes reals. Per tant, el cost computacional en operacions amb reals és de 4N?
productes i N(4N—2) sumes. En general es diu que la complexitat de calcul és

d’'ordre N?, i per tant es pot observar que el temps de calcul creix de forma quadratica
amb la durada dels senyals. Aixd pot representar un cost prohibitiu si N és molt gran.

Els algoritmes de simplificacié de calcul de la F.F.T. exploten les propietats de simetria
27
i de periodicitat de les exponencials complexes WA]/M =e IVt .

F.F.T. amb delmacio en el temps

Aquest algoritme es basa en la descomposicid successiva de la sequéncia temporal
x[n] en subsequéncies de menor durada. En principi, aquesta simplificacié s’ha de

considerar quan la durada del senyal és una poténcia de 2, és adir. N =2" ,on V és
un enter positiu.

Si separem la suma de I'equacié d’analisi de la D.F.T. considerant els valors parells i
senars d’'n per separat:

-1 (N/2)-1 (N/2)-1
Xlk]= 2 adn]ry = fo[Zl’]Wiz’ - fo[Zr e =

n=0 r=0 r=0
(N/2)- ) (N/2)-
= Nﬁ 1x[21"](WA2, )kl + W]\',C Nf 1)c[2r + 1](W,§ )kr
r=0 r=0

2 .27

=7 I
Observem que Wlé =e N =e N2=Ww,, ,pertant

(N/2)-1 (N/2)-1
Xlk)= Y x[arlw, +wy > x2r+1]wy, = Glk]+ WiH[k]  per0O<k<N-1
r=0 r=0
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on G[k]: D-F~T-N/z{x[2”]} (D.F.T. de N/2 punts de la seqiiéncia de mostres parelles

de x[n] )i H[k]=D.F.T.,,{x[2n+1]} (D.F.T. de N/2 punts de la seqiéncia formada
per les mostres senars).

Recordem que la D.F.T. corresponia a l'avaluacié d’'un periode de la sequéncia
periodica formada pels coeficients del D.F.S. del senyal format per la repeticio
periddica del senyal finit sota analisi. Per tant, tot i ser les sequéncies freqUencials

G[k] [ H[k] de durada N/2, en avaluar-les fora d’aquest interval tornem a trobar-nos

amb els mateixos coeficients. Aixi doncs, una expressié equivalent que tindria en
compte aixo seria:

X[k]= Glk]+wy Hk] per0<k<N/2-1
i Glk—N/2]+WEH[k—N/2] perN/2<k<N-1

Com a exemple, vegeu la figura 9.3 de la pagina 636 del llibre, on es mostra el
diagrama de blocs de la simplificacié feta en el cas N = 8. Es pot observar com les
dades de les dues D.F.T.s d'N/2 = 4 punts de les seqliéncies parell i senar s'utilitzen
per duplicat per generar dues mostres de la D.F.T. d’'N = 8 punts de la sequéncia total.

No obstant aixd, el coeficient de guany WA’; és diferent per a cada index freqiencial,
donant lloc a valors diferents.

x[o]= G[o]+ H[0]. en canvi x[4]=G[o]+ W, H[0]=G[0]- H][0]-

Cost computacional de la F.F.T. amb delmacio en el temps

Abans hem vist que el cost en operacions per al calcul d’'una D.F.T. d’N punts era de

Pordre de N’ (suposant el valor d’'N prou gran es pot aproximar que és el nombre de
multiplicacions i de sumes complexes). Avaluem el cost de calcul quan realitzem la
simplificacié proposada a I'anterior apartat. Per a realitzar una sola T. de N/2 punts,

calen de l'ordre de (]\7/2)2 sumes i productes complexos. En tractar-se de dues

D.F.T.s, en total calen 2(]\//2)2 sumes i productes complexos. Finalment, la

recombinacié dels resultats d’aquestes dues D.F.T.s per tal de tenir el resultat de la
D.F.T. d'N punts requereix d’N sumes i N productes complexos. En definitiva, calen

N+ N?/2 sumes i productes complexos. Podeu comprovar que el nombre
d’operacions en aquest cas és menor que en el calcul directe, sempre que N>2. Es a
dir:

N+N?*/2<N*  per N>2

... per tant sembla que hi ha un cert estalvi computacional.
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Subdivisio successiva amb papallones

Al primer apartat hem vist com el calcul de la D.F.T. d'N punts x[k] es pot simplificar

dividint-lo en el calcul de dues D.F.T.s de N/2 punts G[k] i H[k] . A l'anterior apartat
hem conclos que aixd pot suposar un cert estalvi computacional.

Si, com hem dit inicialment, N és una poténcia de 2, N =2V aleshores la durada
d’ambdues seqiiéncies G[k] i H[k] sera també una poténciade 2 ( N/2=2""), i
consequentment un nombre parell. Aixd ens permet tornar a simplificar el calcul de

cada D.F.T.s d’N/2 punts tot descomponent-la en dues D.F.T.s de N/4=2""? punts, i
aixi successivament. Si expressem la segona descomposicié ens queda de la seglent
forma:

r X, k—=N/al+wy, X, [k-N/4] N/4<k<N/2-1

X, [k]+wy X, k] 0<k<N/4-1
X k+N/al+wyi, X [k+N/4] N/4<k<N/2-1

Xs[k]:{

on G[k] [ H[k] s’han redefinit com Xp[k] (D.F.T. d'N/2 punts de la seqliéncia de

punts parells) i Xs[k] (D.F.T. d’'N/2 punts de la sequéncia de punts senars)
respectivament.

Aixi, X, [k] fa referéncia a la D.F.T. d’'N/4 punts de la seqlieéncia de punts parells de la

sequéncia de punts parells de x[n] , 0 el que és el mateix, de la seqliiéncia formada
per mostres agafades de 4 en quatre a partir de la mostra 0: x [n]=x[2(2n)] = x[4n] -

Analogament banda, Xps[k] és la D.F.T. de N/4 punts de la seqiéncia
X [n] = x[2(2n + l)] = x[4n + 2] .

Després de la primera etapa de la descomposicié teniem dos D.F.T.s de durada
N/2=2"" . Després de la segona etapa, les D.F.T.s s6n quatre i la seva durada és
de N/4=2""? punts. Al cap de vV—1 etapes, tindrem un total de 2"~' D.F.Ts de

N/2" =2 punts. Per a realitzar el calcul d’'una D.F.T. de 2 punts utilitzarem
I'expressio d’analisi de la D.F.T. Per exemple, la primera a realitzar sera la sequéncia

parella de la seqliéncia parella de .... ( Vv —1 cops) ... de la seqiiéncia parella de x[n] ,

és a dir, x[zvf‘n]= x[nN/2]: {x[O],x[N/2]} . La seva D.F.T. de 2 punts la calcularem
com:

X, k)= lexpp_._p [n]- WS = x[o] W + x[N/2]- W) = x[0]+ (=1)'x[N/2] k=01

Es a dir, que es tracta d’'una suma i una resta de dos valors temporals.

Una vegada calculades les N/2 D.F.T.s de dos punts, utilitzant les diferents
subsequéncies formades per determinades mostres (mai es repeteixen), cal realitzar
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un procés de recombinaci6, en el qual es fan servir unitats de recombinacié binaries
(és a dir, que utilitzen dues mostres per tal de donar lloc a dues mostres
recombinades) i que reben el nom de papallones.

Per exemple, en la primera etapa per al cas d’N = 8 (vegeu figura 9.7 de la pagina 639
de [Oppenheim1999]), una papallona és la que s'utilitza per tal de calcular X[O] i

X[4] a partir dels valors de G[()] [ H[O] , i es defineix amb les operacions ja
esmentades a l'inici de I'apartat:

Xx[o]=Glo]+wH]o]
X[4]=Glo]+wH|o]

G[o]+ H[o]
G[o]- H[o]

El nom de papallona s’atribueix a la forma de I'etapa de calcul (dues linies paral-leles i
dues linies creuades amb els pesos que s’uneixen per a sumar els resultats).

En general, a I'etapa m-éssima (on 0 <m <y —1 ), una papallona estara formada per
dos sumadors i un multiplicador per nombres complexos. Si les entrades sén a i b (de
I'etapa m-1), les sortides c i d (de I'etapa m) es poden expressar com:

c=a+W. b=a+W>b

N2

N/2m

3 (m+1) (m+1) Yy m m m
d=a+W 2= gl g e W WY = a— WD
—

-1

Per tant, l'etapa es pot implementar amb la figura 9.9 de la pagina 640 de
[Oppenheim1999] .

Cost de calcul total

Cada etapa m-éssima requereix un total d’N/2 papallones (veure 'exemple de /a figura
9.7 de la pagina 639 de [Oppenheim1999]). Cada papallona, com hem conclos en
'apartat anterior, utilitza dues sumes i un producte de complexos. D’altra banda, en

haver un total de =log, N etapes, en total es requereixen de l'ordre de Nlog, N
sumes i la meitat de productes complexos.

Si comparem la complexitat total per a valors grans d’N, per exemple N = 1024 (10
etapes), el calcul de la D.F.T. pel procediment convencional requeria de l'ordre

d’ N? =1.048.576 operacions complexes, mentre que amb el métode de la F.F.T.
només fan falta Nlog, N =10.240 operacions complexes. Per tant, sembla que

I'estalvi computacional és considerable per a valors. A la segient taula es pot apreciar
la reduccioé del cost computacional en funcié del nombre de punts de la D.F.T.:
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N  Cost Directe Cost F.F.T. % Cost F.F.T.respecte calcul directe

N? Nlog, N
16 8 50
8 64 24 37,5
16 256 64 25
32 1024 160 15,6
64 4096 384 9,4
128 16384 896 55
256 65536 2048 31
512 262144 4608 1,8

Estalvi computacional de la F.F.T. per al filtratge de
senyals

Com ja s’ha vist, I'is de la F.F.T. com a eina alternativa de calcul de la D.F.T. ens
aporta un estalvi computacional important, sobretot quan la longitud del bloc és
elevada. Com ja es va estudiar a la sessié anterior, la D.F.T. és una eina també
alternativa per al filtratge digital de senyals. Ara ja estem en condicions de veure que
aquesta és una alternativa que pot justificar-se com a eficient des del punt de vista
computacional. Es precisament gracies a la F.F.T. que el filtratge en el domini
freqUencial pot arribar a simplificar les operacions implicades en el procés.

Recordem que, en general, es vol filtrar senyals de durada indefinida com poden ser
senyals de veu. No obstant aix0, la longitud de la resposta impulsional és coneguda i
igual a P. En subdividir el senyal d’entrada en blocs d’L mostres, obteniem el resultat
del senyal de sortida a partir del solapament cada L mostres (métode d’Overlap & Add)
de les I.D.F.T.s d’N punts del producte de les D.F.T.s d'N punts dels blocs del senyal
d’entrada per la de la resposta impulsional. EI métode era valid sempre que
N>L+P-1.

Si es realitza el filiratge mitjangant la convolucié lineal en el temps, aleshores per cada
mostra de sortida fan falta P productes i P-1 sumes:

SORWIGEE

Amb el métode d’Overlap & Add, avaluem primer el cost computacional per bloc d’L
mostres i dividim al final per L per trobar el cost computacional per mostra de sortida.
Resumim el procediment de calcul per bloc de sortida:

1- D.F.T. d'N punts del bloc d’entrada:
X [k]=D.FT. {x[n+rL]0<n< N1}

2 - Producte de les seqliencies en el domini freqlencial:
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Y[k]=H[k]x X [k] 0<k<N-1

3 -D.F.T. inversa del bloc de sortida:
y,[n]=1.D.F.T.{Y [k]}

4 - Solapament dels bloc de sortida amb el bloc anterior:

y[L+n]l+y[n] 0<n<N-L-1
y[n + rL] =
. [n] N-L<n<N-1
Sitant les D.F.T.s com les |.D.F.T.s s'implementen amb la simplificacié de la F.F.T. es
requereixen de l'ordre de Nlog, N operacions complexes. El pas 2 requereix nomes
N productes complexos, mentre que el pas 4 només N-L sumes. En total, es
necessiten de 'ordre de 2Nlog, N+2N-L operacions per bloc d’'L mostres. D’altra

banda, per realitzar el calcul d’L mostres de sortida caldrien LxP operacions. El % de
cost computacional final respecte I'inicial el podem expressar com:

2Nlog, N+2N -L _1002N10g2N+2N—L
LP LP

100

Per tal d’assolir algun estalvi computacional, és adient complir:

2N(log, N +1)—- L - 2N(log, N +1) _

P > min
L N

on l'aproximacié s’ha fet suposant que P << L, per tal de fer les F.F.T.s del
maxim de punts possible. D’aquesta forma I'estalvi computacional sera major.

A la seguent taula es mostra a partir de quina longitud p_  del filtre F.I.R. surt a

compte realitzar els calculs amb el procediment d’Overlap & Add amb la F.F.T.:

N P %Costfinal(P=50iL=N-P+1)

min

64 14 58,7
128 16 24,9
256 18 21,3
512 20 211

1024 22 22,1
2048 24 23,6
4096 26 25,3

= [Oppenheim1999] p629-p643
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SESSIO 16

Nom: Introduccié a la transformada Z
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors hem estat tractant el tema de la D.F.T. Hem vist les
caracteristiques de la transformada discreta de Fourier aixi com aplicacions al filtratge
en el domini freqliencial. També hem pogut veure la relacid existent entre els
coeficients de la D.F.T. i la T.F.S.D. del senyal de durada finita.

OBJECTIUS

En aquesta sessio presentarem la transformada Z. Aquesta transformada és una eina
d’analisi matematic sobre el pla complex que ens ajudara a estudiar senyals i sistemes
discrets. En aquesta sessio exposarem les seves caracteristiques fonamentals que la
fan interessant de cara a I'estudi de sistemes discrets.

CONTINGUTS

En aquesta sessié veurem la definicié de la transformada Z, la seva relacio amb la
T.F.S.D., la seva existéncia, i els conceptes de pals i zeros.

4. La transformada Z

4.1. Introduccio

En el capitol 2 varem estudiar les propietats de la T.F.S.D. en l'estudi de senyals i
sistemes discrets i vam poder comprovar que representa una funcié clau en I'estudi
d’aquest tipus de sistemes. En aquest capitol estudiarem les caracteristiques de la
transformada Z. La transformada Z és una generalitzaci6 de la T.F.S.D. i representa el
mateix paper que la transformada de Laplace en el domini analdgic.

La transformada Z presenta dos avantatges fonamentals respecte a la T.F.S.D.en
l'estudi de sistemes. D'una banda, en ser una generalitzacié dintre de tot el pla
complex, ens permetra I'estudi de senyals que no admetien T.F.S.D. per problemes de
convergéncia. Es tracta d’'una transformada que permet I'estudi d’'un ventall més ampli
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de senyals. D’altra banda, un altre aspecte motivant de la transformada Z és que
utilitza una notacié més senzilla i facilita I'estudi de problemes analitics ja que es pot
expressar en notacié polinomica.

4.2. Definicio de la transformada Z

La transformada Z d’'una sequéncia es defineix segons

n=—00

Tal i com podem observar en la seva definicid, aquesta transformada és molt similar a
0
I'expressid de la T.F.S.D. X(efw): Zx[n]e’j’”” i com veurem més endavant existeix

=—00

n
una relacié important entre ambdues transformades.

Relacio de la transformada Z amb la T.F.S.D.

Tal i com es pot deduir de I'expressio anterior, existeix una relacié directa entre la
transformada Z d’'una sequéncia i la seva T.F.S.D. Concretament, si la variable z que

pertany al complex la substituim per z=¢/® ambdues transformades serien
coincidents. Es pot arribar clarament a la deduccié que la T.F.S.D.. no es més que una
particularitzacio de la transformada Z.

La variable z es pot expressar de forma polar segons la segiient expressid z = y¢/® de
tal forma que avaluem tot el pla complex amb circumferéncies de radi r. Aquesta forma
d'expressar la transformada ens porta directament a la relacié existent entre la
transformada Z i la T.F.S.D. Fent aquesta substitucio, la transformada Z quedaria
expressada de la seguent forma

0 o0

Xlre)= Yalunllre )" = X (a7

n=—0w n=—0

De l'expressié anterior podem observar que la transformada Z no és més que la
T.F.S.D . de la seqliéncia x[n]f” i que ambdues son coincidents quan r=1, és a dir, la

T.F.S.D. d’'una seqliéncia és la transformada Z avaluada en el cercle unitat dintre del
pla complex.

= [Oppenheim1999] p94-p96

Existencia de la Transformada Z

D’igual forma que en el cas de la T.F.S.D., I'existéncia de la transformada Z dependra
que el sumatori de I'expressié de calcul sigui un valor finit. En el cas de la T.F.S.D.
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varem veure que la transformada existia per al cas de senyals sumables en valor
absolut. En el cas de la transformada Z no avaluem unicament el cercle unitat siné que
avaluem tot el pla complex. Consequentment, I'existéncia de la transformada Z es

o0
donara només en certes regions on es compleixi Z‘x[n]r—"

n=-—0w0

< oo Seguint el mateix

criteri que es va seguiren la T.F.S.D.
Com es pot despendre de I'expressid, I'existéncia de la transformada Z dependra
Unicament del parametre r. Aquest fet déna lloc a l'aparicié d’'un concepte nou, el

R.O.C. (Region Of Convergence) com aquella zona del pla complex on existeix la
transformada.

= [Oppenheim1999] p95-p98

Pals i zeros d’una transformada

Un dels grans avantatges de la transformada Z és que existeixen un gran nombre de

senyals que tenen com a transformada una expressio racional del tipus X(Z):%

z
on P(z) i Q(z) s6n polinomis en z. Tenint en compte aquesta definicié veiem que
existiran determinats valors de la variable z que faran que I'expressio sigui 0 i existiran
determinats valors que la faran infinit. Els zeros del polinomi P(z) sén els valors que
fan que lI'expressio tingui valor zero i es coneixen com els zeros de la transformada.
D’altra banda, els zeros del polinomi Q(z) sén els valors que fan que la transformada
tingui valor infinit i es coneixen com el pals de la transformada.

Els zeros i pals son valor molt interessants de cara a I'estudi de senyals i sistemes, ja
que ens poden oferir una idea de com es comporta el sistema en funcié de la
distribucio dels pals i zeros dintre del pla complex. D’altra banda, com veurem més
endavant la posicio dels pals condicionara la regié de convergéncia de la transformada
R.O.C., ja que sén punts singulars que en provoquen la divergéncia.

= [Oppenheim1999] p97-p98

4.2.1. Problema: Calcul de la transformada Z

Considereu la sequiéncia x[n]: a"u[n] . Atés que només té valors diferents de zero

per n >0 la definirem com una sequéncia orientada a dreta, ja que comencga en un
determinat index n i dura fins a l'infinit.

Trobeu la transformada Z i la regié de convergéncia d’aquesta sequéncia.

= [Oppenheim1999] p98 (exemple 3.1.)
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4.2.2. Problema: Exponencial orientada a esquerra.

Considereu la seqiiéncia x[n]:—a”u[—n—l] . Aquesta seqiiéncia, a diferéncia de la
de I'apartat anterior comenga en menys infinit i arriba fins n=-1. Les sequéncies que
comencen a menys infinit i duren fins a un determinat index n es denominen
seqléncies orientades a esquerra.

Trobeu la transformada Z i la regioé de convergéncia d’aquesta seqiiéncia.

» [Oppenheim1999] p98 (exemple 3.1.)

RESUM

En aquesta sessié hem vist la introduccié a la transformada Z. Hem estudiat també la
relacié existent entre la transformada Z i la T.F.S.D. i s’han definit conceptes basics
com el R.O.C. o regié del pla complex on existeix la transformada. Finalment s’han
estudiat dos problemes on s’analitza la transformada Z de seqliéncies exponencials
orientades a dreta i a esquerra comprovant la coincidéncia de les seves transformades
i que la Unica diferéncia radica en el R.0.C. de cadascuna de les transformades.

98



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

SESSIO 17

Nom: Propietats de la regié de convergéncia
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En la sessi6 anterior varem estudiar la introduccié a la transformada Z. Un dels punts
més interessants a remarcar en aquest estudi és el R.0O.C. o regié de convergéncia. El
R.O.C. es defineix com aquella regi6 del pla Z en la qual el sumatori de la
transformada té un valor acotat. Aquesta és una de les diferéncies importants respecte
ala T.F.S.D., la transformada Z no existira generalment en tot el pla complex Z pero si
que podrem determinar aquella regié en qué existeix. El coneixement d’aquesta regio
és fonamental de cara a dur I'estudi de senyals i sistemes.

OBJECTIUS

En aquesta sessio treballarem amb intensitat els conceptes més importants lligats al
R.O.C. aixi com les caracteristiques que compleix la regié de convergéncia.

CONTINGUTS

En aquesta sessié veurem les propietats de la regié de convergéncia, fonamentals per
tal d’entendre la relacidé entre els senyals temporals i la seva representacié amb la
transformada Z.

4.3. Propietats de la regio de convergéncia de
la transformada Z

En la sessié anterior varem veure les condicions d’existéncia de la transformada Z.
Vam arribar a la conclusié que la transformada Z existeix sempre que

niw‘x[n]r -

ja que la transformada Z es pot expressar segons

< o0
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quan es fa la substitucid z = ye¢’? .

En la sessiéo anterior varem arribar a la conclusi6 que la convergéncia o no
convergéncia de I'expressio depén exclusivament del modul de la variable complexa z.

Aquesta important caracteristica indueix certes propietats de la regié de convergéncia
que analitzarem seguidament.

Propietat 1

La regid de convergéncia és un anell o un disc en el pla z centrat a I'origen
0<r,<z<r <o .

Aquesta propietat té sentit de ser segons la conclusié que el R.O.C. només depén del

modul de la transformada z. La morfologia de la regié vindra determinada per
circumferéncies centrades a l'origen.

Propietat 2

La T.F.S.D.d’'una sequiéncia x[n] existeix sempre que la regié de convergencia inclogui
el cercle unitat.

Recordem que si avaluem la transformada z a 7z =¢/® estem avaluant la T.F.S.D.,
consequentment la transformada de Fourier existira sempre que el cercle unitat estigui
dintre del R.O.C. de la transformada z.

Propietat 3

El R.O.C. mai conté pals.

Aquesta propietat es dedueix de forma senzilla segons la definici6 de pal de la
transformada. Recordem que un pal era un zero del denominador, és a dir, un valor de
la variable complexa z en el qual la transformada prendra valor infinit. Per definicié un
pal no pot estar dintre de la regi6é de convergéencia.

Propietat 4

Si x[n] és una sequéncia de durada finita, el R.O.C. de la transformada és tot el pla z
excepte els valors z=0i z = o0 que poden estar o no inclosos.

Si la sequéncia és de durada finita, el sumatori de la transformada sera un sumatori
finit, evitant-se qualsevol problema de convergéncia excepte per dos valors de la
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variable z, el zero i I'infinit. Si la sequéncia té algun valor diferent de zero per valors de
n negatius -n, tindra termes del tipus ...+ x[— no]z”o +... i en aquests casos el valor
infinit no estara inclds en la regié de convergéncia perqué aquest terme es faria infinit.
D’altra banda, si la seqiiéncia té valors diferents de zero per algun valor d’'n positiu "o
tindra algun terme del tipus ...+x[n0]z‘"o +... i en aquest cas sera el valor z=0 el que

faria divergir el sumatori.

Segons el moment en qué comenci i en qué acabi la seqliiéncia pot ser que els valors
z=0i z = o estiguin o no estiguin inclosos en el R.0.C. de la transformada.

Propietat 5

Si x[n] és una sequéncia orientada a dreta (seqléncia amb valor x[n]=0 per
n<N,<oo ), laregié de convergencia és I'exterior d'un cercle delimitat pel pal de
modul maxim fins a linfinit, que pot o0 no pot estar inclos.

Propietat 6

Si x[n] és una sequéncia orientada a esquerra (seqléncia amb valor x[n]=0 per
n> N, > -0 ), la regié de convergencia és l'interior d'un cercle delimitat pel pal de
modul minim fins al zero, que pot o no pot estar inclos.

Propietat 7

Si la seqliéncia x[n] esta orientada a dues bandes i té durada infinita, el R.O.C. sera un
anell en el pla z, delimitat en el seu interior i en el seu exterior per pals i consistent en
la propietat 3, és a dir, sense contenir cap pal dintre de la seqliiéncia.

Propietat 8

El R.O.C. és una regié connexa.

= [Oppenheim1999] p105 (apartat 3.2)

RESUM

En aquesta sessié s’han estudiat les propietats més importants relacionades amb la
regio de convergéncia de la transformada z. La determinacid de la regido de
convergéncia aixi com les seues caracteristiques sén fonamentals de cara a
determinar quina és la seqliéncia temporal associada a una certa expressid X(z).
D’altra banda, la regié de convergéncia esta directament lligada a la posicié dels pals
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de la transformada, ja que els pals son punts singulars del denominador que
provoquen la divergéncia del sumatori. La posicié dels pals fixara els limits del R.O.C.
perd els pals mai podran estar continguts dintre de la regié de convergéncia.

102



LaSuIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

SESSIO 18

Nom: Propietats de la transformada Z
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3.5 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En la sessid anterior varem descriure les caracteristiques fonamentals de la
transformada Z aixi com les propietats més importants lligades a la regié de
convergéncia, un tret diferencial respecte a la T.F.S.D. Tots els conceptes estudiats
fins ara han estat una presentacio de la transformada Z i una justificacié de la seva
aplicacié a I'estudi de senyals i sistemes discrets.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem les propietats de la transformada Z. Aquestes propietats
ens serviran per poder realitzar calculs de transformades directes i transformades
inverses, i d’'altra banda, també seran molt importants de cara a lligar les equacions
lineals en diferéncies amb I'estudi i disseny de sistemes discrets.

CONTINGUTS

En aquesta sessid veurem les principals propietats de la transformada Z: linealitat,
desplagament temporal, multiplicacié per una sequéncia exponencial, diferenciacié en
el domini Z, conjugacié en el temps, reflexido temporal, convolucio i teorema del valor
inicial.

4.4. Propietats de la transformada Z

4.4.1. Propietat de linealitat

La propietat de linealitat és una propietat forca comu en les transformades que
apareixen en aquest curs. Atés que I'estudi que fem és el de senyals i sistemes lineals,
tota transformada util per a I'estudi d’aquest conjunt de senyals i sistemes haura de
tenir la propietat de linealitat.

Considerant dos sequéncies tal i com es defineix en la seglient expressio
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x,[n]«Z>X,(z) ROC=R,

xz[n]<—Z—>X2(z) ROC =R,
la propietat de linealitat de la transformada ens diu que

ax,[n]+ bx,[n]«Z—>aX,(z)+bX,(z) ROC=R, "R,

Com es pot observar en la propietat anterior, en el cas de la transformada Z s’ha de fer
referéncia sempre a les modificacions de la regié de convergéncia en aplicar la
propietat ja que tota transformada Z ha de portar la definicié del R.O.C. associat.
Com podem veure en l'expressié de la propietat, la regié6 de convergéncia de la
sequéncia resultant sera la interseccié de les regions de convergéncia de les

sequéncies originals, ja que només sera convergent quant totes dues seqléncies
convergeixin.

= [Oppenheim1999] p119 (apartat 3.4.1.)

4.4.2. Desplacament temporal

La propietat de desplagament temporal fa referéncia a I'efecte en el domini transformat
(Z2) d’'un desplagament temporal de la seqiéncia original, aixi com els efectes que aixd
pugui tenir en la regié de convergéncia de la mateixa. Aquesta propietat a més de tenir
utilitat en el calcul de transformades directes i transformades inverses és molt util en el
calcul de transformades associades a les equacions lineals en diferéncies tal i com
veurem més endavant en el capitol.

Si x[n](—Z—)X(Z) ROC =R, la propietat de desplagament temporal ens diu que
x[n —no]<—z—>z‘"“X(z) ROC = R, (Excepte el 0 i I'infinit que poden entrar o sortir de
la regié de convergéncia).

La propietat de desplagament temporal és idéntica a la propietat de la T.F.S.D.fent la

substitucidé z =¢/? . Respecte del R.O.C. de la transformada veiem que es manté
igual excepte en el cas de dos valors particulars, el zero i linfinit. Aquests valors
estaran o no inclosos en la regié de convergéncia en funcié d’'on comenci i on acabi la
sequéncia en estudi perd la resta de valors del R.O.C. romandra invariant.

» [Oppenheim1999] p120 (apartat 3.4.2.)

4.4.3. Multiplicacio per una seqiiencia exponencial

Aquesta propietat ens mostrara com es modifica la transformada Z d’'una seqliéncia
quan la multipliquem per una exponencial complexa. Aquesta propietat és similar a la
que varem estudiar en el domini de la T.F.S.D. perdb es més genérica, atés que la
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transformada Z estudia tot el pla complex mentre que la T.F.S.D. només ho fa en el
cercle unitat.

Si x[n]@)((z) ROC =R, la propietat de multiplicacié per una exponencial ens
diu que

ng[n]<—Z—>X(% ) ROC = |z0
0

R)C

Cal remarcar que si Z, = ¢/ la propietat és exactament igual a la propietat de
modulacié de la T.F.S.D.i en aquest cas el R.0O.C. no es veuria modificat. En qualsevol
cas, I'estudi en aquest domini és molt més genéric, si |Zo| >1 estem multiplicant per

una exponencial creixent per n positius i decreixent per valors d’n negatius. En el cas
de sequéncies orientades a dreta provocaria una reduccié de la seva regié de
convergéncia (Recordem que en aquest cas és I'exterior d’'una circumferéncia) perd en
el cas de sequéncies orientades a esquerra provocaria un augment de la seva regio de
convergéncia (En aquest cas és l'interior d’'un cercle).

= [Oppenheim1999] p121 (apartat 3.4.3.)

4.4.4. Diferenciacio de X(z)

La propietat de diferenciacié és aplicable en el domini transformat donada la
naturalesa continua de la transformada en funcié de la variable z. Aquesta propietat és
molt interessant com veurem a continuacidé per al calcul de transformades d’un
determinat tipus de sequiencies que serien de dificil calcul per la via directa.

Si x[n]@ X(z) ROC = R, la propietat de derivaci6 de X(z) ens diu que

dX(z)

yA

nxn]eZ— -z ROC =R,

Tal i com s’observa en la propietat, el fet de multiplicar la seqliéncia x[n] per una
rampa té una transformada tal i com veiem a lI'expressio. Si apliquéssim aquesta
propietat varies vegades podriem obtenir les transformades associades a la
multiplicacié per una parabola o qualsevol seqliéncia del tipus z* en general, essent k
un valor sencer.

Cal recordar que per les caracteristiques del sumatori de la transformada Z, només
ens sera facil calcular aquelles transformades que admetin una expressié com a suma

de seéries geomeétriques. Aquesta propietat és de gran ajuda per al calcul de
transformades amb termes lineals o similars.

» [Oppenheim1999] p122 (apartat 3.4.4.)
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4.4.5. Conjugacio d'una seqiiéncia complexa

Aquesta propietat fa referéncia a les modificacions de la transformada si es conjuga la
sequéncia complexa d’entrada x[n].

Si x[n]@ X(z) ROC = R, la propietat de derivaci6 de X(z) ens diu que
x'[n]«Z>X"(z*) ROC =R,

Es pot observar que existeixen modificacions al domini transformat perd que la regié

de convergencia no varia. Aixd podem veure que és molt natural ja que la conjugacio

de la seqiéncia no implica cap canvi en l'energia de la mateixa i atés que la

convergéncia de la transformada només depén del modul de la sequéncia aquesta no
es veura modificada.

» [Oppenheim1999] p123 (apartat 3.4.5.)

4.4.6. Reflexio temporal

En aquest apartat veurem els canvis en el domini transformat quan fem una reflexié
del senyal sobre I'eix temporal.

Si x[n]«%—>X(z) ROC =R, la propietat de reflexié temporal d’ X(z) ens diu que
|- nlet> X(%) ROC = %ex

Quan es fa una reflexié sobre 'eix temporal la regié de convergéncia sofreix canvis
importants ja que les seqliéncies orientades a dreta passen a ser sequéncies
orientades a esquerra i a l'inrevés.

La interpretacié de la regié de convergéncia s’ha de fer de la seglient forma. Si x[n] és
una sequéncia orientada a dreta amb una regié de convergéncia com I'exterior d’'un

cercle de radi z, , x[-n] sera orientada a esquerra amb una regi6 de convergencia
definida en linterior d’'un cercle de radi y . Atés que la regié de convergéncia
Zy

sempre esta delimitada per pals, el que hem de fer per trobar la nova regi6 de
convergéncia és invertir tots i cadascun dels pals i si abans eren I'exterior d’'un cercle
ara sera linterior d’'un altre cercle i trobarem la regi6 de convergéncia com la
interseccié de les noves regions aplicant la propietat anterior.

» [Oppenheim1999] p123 ( apartat 3.4.6.)
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4.4.7. Convolucio de seqiiéncies

Una de les propietats més importants en I'estudi de senyals i sistemes discrets és la
convolucid i conseqlientment, tota transformada que simplifiqui I'estudi necessariament
haura de tenir definida la propietat de convolucié.
Considerant dos sequéncies tal i com es defineix en la seglient expressio

xl[n]<—z—>Xl(z) ROC =R,

x,[n]«%>X,(z) ROC=R,
la propietat de convolucié de la transformada ens diu que

xl[”]*xz[n]( z )Xl(Z)Xz(Z) ROC=R,NR,-

Atés que la convolucié és un operador lineal, les propietats de convergéncia de la
transformada son les mateixes que en el cas de la propietat de linealitat. El gran
avantatge de la propietat de convolucié és que en el domini transformat passem a

treballar amb productes i es simplifica enormement tant la fase d’estudi com el disseny
de sistemes discrets. Es important veure la demostracié d’aquesta propietat.

» [Oppenheim1999] p123 (apartat 3.4.6.)

4.4.8. Teorema del valor inicial

Una propietat senzilla i interessant és el teorema del valor inicial. Aquesta propietat
nomeés és aplicable en el cas de senyals causals i ens diu que

x[0]=1im X (2)

Z—®

Si bé aquesta propietat no es que tingui gaire utilitat en el calcul de transformades, si
que pot servir com a eina senzilla de comprovaciéo. Un cop hem calculat una
transformada d’'un senyal causal podem comprovar el teorema del valor inicial. Si
aquest coincideix, no ens assegura que la transformada estigui bé, perd el que si
podrem assegurar €s que si no coincideix hi haura algun error en el procediment.

RESUM

En aquesta sessiéo hem estudiat els conceptes més importants de les propietats de la
transformada Z. Cal recordar que les propietats son eines extremadament utils que
haurem de fer servir per simplificar el procediment de calcul de transformades a
ajudar-nos a la comprensié i el disseny de sistemes discrets. A més de la mera
operatoria de calcul és important que indaguem en els missatges implicits en les
propietats ja que la seva comprensié aporta més al dissenyador de sistemes que la
mateixa aplicacié de la matematica.
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SESSIO 19

Nom: La transformada Z inversa
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En la sessid anterior s’han tractat els temes relacionats amb el calcul de la
transformada Z i la seva aplicacio a I'estudi de senyals i sistemes. Hem analitzat les
propietats relacionades amb el R.O.C. i les propietats que podem aplicar per al calcul
de transformades Z de senyals.

OBJECTIUS

En aquesta sessid introduirem les técniques per poder realitzar el calcul de la
transformada Z inversa. Es pretén que assolim el grau de coneixement necessari per
poder utilitzar completament la transformada Z en I'estudi de senyals i sistemes. Per
completar aquest estudi ens queden per veure els diferents métodes per trobar
transformades inverses que completarem en aquesta sessio.

CONTINGUTS

En aquesta sessid veurem diferents meétodes per a calcular la transformada Z inversa.
Veurem el métode d’inspeccié i ens centrarem en el métode d’expansid en fraccions
simples, molt util per a antitransformar les expressions que descriuen els sistemes
discrets lineals i invariants implementats amb equacions en diferéncies i coeficients
constants: els filtres discrets.

4.5. Introduccio a la transformada Z inversa

Existeixen diferents métodes per al calcul de la transformada Z inversa. Un dels
métodes és el métode formal basat en el teorema integral de Cauchy perd en general,
amb el tipus d’expressions i senyals que usualment apareixen en 'estudi de senyals i
sistemes discrets existeixen métodes menys formals i més senzills que sén preferibles
per realitzar aquest tipus d’estudi. Cal recordar que la transformada Z és una
transformada definida sobre el pla complex i amb una regi® de convergéncia
associada. El meétode formal consisteix en una integral de contorn definida dintre
d’aquest pla que complica notablement el calcul si la comparem amb d’altres métodes
més senzills que veurem a continuacio
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4.5.1. El metode d’inspeccio

El métode d’inspeccié és el métode més senzill de tots i consisteix simplement a
familiaritzar-nos amb certes sequéncies, les seves transformades associades i les
seves regions de convergéncia per determinar quina és la transformada inversa
associada a una certa expressio.

Una de les transformades Z més conegudes és I'associada al senyal seguent:

a"uln]«Z—

L o

El métode d’inspeccié consisteix a identificar una expressié en el domini transformat Z
i associar-la a la sequéncia temporal simplement per inspeccié directa.

Existeixen taules en qué els senyals estan tabulats juntament amb les seves
transformades i les regions de convergéncia associades.

4.5.2. Expansio en fraccions simples

Hem vist que pel métode dinspeccié podem obtenir directament transformades Z
inverses d’'un conjunt determinat de senyals. No obstant aix0, les expressions a qué
ens haurem d’enfrontar per al calcul de la seva transformada inversa no sempre
apareixeran en aquestes taules tabulades. El métode d’expansié en fraccions simples
descompon I'expressié original en la suma d’'un conjunt d’expressions simples que
permet el calcul de la transformada inversa de cadascun dels termes pel métode
d’inspeccio6 directa.

En general, les expressions en qué haurem de treballar en el camp del processament
de senyal son expressions en el domini transformat que es poden expressar com a
quocient de polinomis:

M M

Zbszk H(l—ckz_l)
X(Z)Z k;o :b_o k;l

kzz;‘aszk %o H(l—dkzl)

Cas amb M<N i pals simples

En aquest cas I'expressio anterior es podria descompondre segons la segient forma:
=X a7
Xlz)=
kzz; 1- d,cz_1

Com es pot observar a I'expressio, els pals simples de la descomposicid coincideixen
amb els pals de l'expressié original. Un cop determinat el valor dels residus
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A, cadascun dels termes de I'expressié es poden antitransformar fent Us del metode
d’inspeccié.

El calcul dels residus associats a cada fraccié simple es pot realitzar amb tractament
algebraic convencional, pero en el cas que el nombre sigui elevat ens trobem que seria

necessari una gran quantitat de calcul. Existeix un métode més rapid de calcul dels
residus que consisteix a trobar cada coeficient de la seguent forma:

A4, = (1 ~d,z”" )X(zx

z=d}

= [Oppenheim1999] p112-p113

Cas de M>N i pals simples

En el cas que I'ordre del numerador sigui superior al del denominador no podem dur a
terme de forma directa i cal fer una divisio prévia fins reduir 'ordre del numerador per
sota de l'ordre del denominador. Feta aquesta divisi®é prévia podem arribar a
descompondre I'expressié X(z) segons:

X( ) M*NB . N Ak
z)= ; oz +;(—)1_de_1

on els coeficients B, son els coeficients de la divisid polindbmica prévia i la resta la
descomposicio en fraccions simples de la resta de la divisio.

» [Oppenheim1999] p112-p113

Cas M>N i pals miltiples

El cas més complex que ens podem trobar és aquell en qué existeixen pals multiples i
a més el numerador té un ordre superior al del denominador. En aquest cas cal fer una
divisié polindbmica previa per reduir I'ordre del numerador i finalment fer I'expansio en
fraccions simples del numerador reduit (resta de la divisid) entre denominador. Aquest
procediment algebraic ens portara a una expressio del tipus:

X( )_M_NB YN A, N C,
o ; . +k§¢i(l_dk2_l)+;(l—dizl)m

En aquest cas, per a major claredat, es considera que existeix un unic pal multiple amb
multiplicitat S que correspon al tercer terme de la suma en I'expressié anterior. El

procediment de calcul dels parametres B i 4, és similar al de l'apartat anterior. El
calcul dels parametres C,, es realitza segons aquesta equacio:
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Aquesta equacio sera valida per a qualsevol multiplicitat i tot la complexitat aparent de
la mateixa queda sensiblement simplificada en el cas que la multiplicitat sigui 2. Cas
que tinguéssim més pals multiples el desenvolupament del termes associats als pals
multiples seria exactament igual a I'expressié presentada anteriorment.

= [Oppenheim1999] p112-p115

4.5.3. Expansio en série de poténcies

Aquest metode de calcul de la transformada Z inversa surt del fet que I'expressié de la
transformada Z té la forma d’una série de Laurent on els valors x[n] sén els coeficients

n

de z . Aquest métode no és gaire utilitzat perd pot ser d’utilitat en el calcul d’alguna
transformada en concret.

» [Oppenheim1999] p116-p118

4.5.3.1. Problema 1 de Transformada Z inversa

Determineu la seqlieéncia associada a la seglient transformada Z

1

X(z)= (e 2|~ I3

= [Oppeheim1999] p113

4.5.3. 2. Problema 2 de Transformada Z inversa

Determineu la transformada Z inversa de la seguient expressio:

-1 )
X( ) 1+2z7 +z

-1 -2
1-3z7 +1z

» [Oppeheim1999] p113
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RESUM

En aquesta sessiéo hem estudiat les diferents técniques per calcular la transformada Z
inversa. Ens hem centrat en l'estudi dels métodes més senzills de calcul de la
transformada Z inversa aplicables a expressions racionals de polinomis. Aquests
meétodes ens proporcionen solucions per a la majoria de senyals implicats en I'estudi
de senyals i sistemes discrets, i per tant, disposem d’un conjunt d’eines utils per poder
afrontar els problemes amb garanties.
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SESSIO 20

Nom: Estudi de sistemes lineals amb la transformada Z
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

3

o8

7 7
0.0 0.0

3

o8

7 7
0.0 0‘0

7
0.0

PRECEDENTS

A la sessi6 anterior varem estudiar diferents métodes per a realitzar la inversié de la
transformada Z.

OBJECTIUS

En aquesta sessid estudiarem la caracteritzacid dels sistemes lineals i invariants
discrets mitjancant aquesta nova eina d’analisi que és la transformada Z.

4.6. Estudi de sistemes caracteritzats per
equacions lineals de coeficients constants

Tal i com podem deduir de les propietats de la transformada de Fourier, la resposta
d’'un filtre ideal (ex: filtre passabaix amb transicié abrupta i bandes de pas i atenuades
constants) és una sequéncia de durada infinita i no causal. La implementacié de filtres
amb un cost computacional finit la podem aconseguir fent Us de les equacions lineals
amb coeficients constants. Amb aquestes equacions i dissenyant els coeficients de
forma adequada podem aconseguir realitzar aproximacions al filtre ideal amb un cost
computacional reduit.

L’estudi de la transformada Z i la seva relacié amb les equacions en diferéncies ens
servira de marc per poder analitzar el comportament de sistemes discrets i relacionar-
ho amb la T.F.S.D.

Si recordem I'expressio d’'una equacio en diferéncies amb coeficients constants tenim
la seglient equacio:

gaky[n—k]{zobkx[n—k]

En principi i si no s’indica el contrari assumirem que el sistema és causal,
consequentment, la solucié d’'aquesta equacié en diferéncies sera una seqiéncia
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orientada a la dreta. Aplicant propietats de desplagcament temporal i transformant
ambdues parts de I'expressio arribem a la seglent conclusié:

N

Zakz_kY(z) = gbkz_k)((z)

k=0

i treballant sobre I'expressié anterior podem arribar a la segient equacié per
determinar la funcio de transferéncia del sistema:

Y(Z) gbkz_k by lkﬁ(l—ckz_l)
EaPTE R
;akz H(l—dkz )

Aquesta expressio ens permet fer una descripcié de la posicid dels pals i zeros del
sistema i ens permetra inferir el comportament del sistema en funcié de la seva
distribucio de pals i zeros en el domini transformat.

Resposta impulsional del sistema

Donada I'expressié de la funcié de transferéncia H(z), la resposta impulsional del
sistema la podem determinar aplicant les técniques de transformada Z inversa
descrites a la sessio anterior. Tota equacié en diferéncies té una expressié en el
domini transformat com a quocient de polinomis i les técniques vistes en la sessio
anterior poden ser aplicades en tots aquests casos (ens referim a les técniques
d’expansio en fraccions simples combinada amb el métode d’inspeccio directe).

= [Oppenheim1999] p250-p252

Estabilitat del sistema

En el tema de la T.F.S.D. varem estudiar I'estabilitat dels sistemes lineals i invariants
en el temps i la conclusid va ser que un sistema és estable si la seva resposta
impulsional és absolutament sumable, és a dir:

ni;Jh[n] <

Si intentem expressar aquesta condicié en funcié de la transformada Z podem arribar a
la seglient conclusio:
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< 0

nijh[n] - gh[n]z—l\

z=1

Aquesta condicié és equivalent a dir que un sistema sera estable si la regi6 de
convergéncia del sistema engloba el cercle unitat, o dit d’'una altra forma, un sistema
sera estable si existeix la seva T.F.S.D.

En sistemes causals (seqliiéncies orientades a dreta), la condicié d’estabilitat implica

que tots els pals estiguin dintre del cercle unitat, ja que el R.O.C. és I'exterior del pal
de modul maxim.

» [Oppenheim1999] p247

4.6.1. Resposta freqiiencial de sistemes amb funcions
de transferencia racionals

En l'estudi de senyals i sistemes discrets és de vital importancia obtenir la
representacié frequencial del sistema. La transformada Z és una transformada més
geneérica que simplifica I'etapa d’analisi i disseny del sistema donada la seva expressio
com a funcions racionals, pero al final un dels objectius més importants de I'estudi és
arribar a trobar la funcié de transferéncia frequiencial del sistema sota analisi.

Influéncia dels pals i zeros a la resposta freqiiencial

L’expressié de la transformada Z en funcié dels zeros i pals del sistema ens porta a
conclusions interessants sobre el tipus de sistema en funcié del mapa de pals i zeros
que aquest tingui.

M M
Hl €€ He’ -c
‘H(e‘iw1:|H(Z]: — ; ‘ ' ‘ = b_o‘ejW(N—M)‘ k;l‘ k‘
—jw a
lk_[‘l d.e”’ ‘ 0 lk_ﬂe _dk‘

Aquesta representacio de la T.F.S.D. ens permet interpretar el guany del sistema com

el producte de la distancia als zeros des del punt freqliencial sota analisi ¢/ dividit
entre la distancia als pals. Aquesta conclusié ens porta que els sistemes tindran
guanys petits al voltant d’aquelles freqliiencies que es trobin a la zona d’influéncia dels
zeros i guanys elevats a aquelles freqiéncies que es trobin a la zona d’influéncia dels
pals. Aplicant aquests coneixements podem arribar a donar una descripcio intuitiva del
comportament freqliencial d’'un sistema simplement analitzant el seu mapa de pals i
zeros.
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A partir d’aquesta expressié també es poden treure analisis de com es comporta la
fase en funcio dels pals i zeros i com aquests actuen sobre el retard de grup. Totes
aquestes caracteristiques les teniu desenvolupades a

» [Oppenheim1999] p253-p257

4.6.2. Problemes de transformada Z de sistemes
lineals

A continuacié se us proposen dos problemes sobre I'estudi dels sistemes lineals i
invariants amb la transformada Z.

Problema 1

Realitzeu I'estudi d’un sistema lineal que tingui un pal simple i I'estudi d’'un sistema
lineal que tingui un zero simple. Trobeu la resposta frequencial i la fase del sistema.

= [Oppenheim1999] p258-p265

Problema 2

Considereu el seglent sistema lineal

HE)= 1

1—re’z7! Xl — re_jaz_l)

Realitzeu I'estudi de la seva resposta impulsional i calculeu la resposta freqliencial en
guany i fase del sistema aplicant els conceptes desenvolupats en aquesta sessio.

» [Oppenheim1999] p265-p267

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat conceptes associats a les caracteristiques del sistema
en funcié de la distribucié de pals i zeros dintre del pla complex. L’estudi ens ha portat
a la conclusié que en funcié del diagrama de pals i zeros podem obtenir una idea
aproximada al comportament frequiencial del sistema. D’altra banda, també podem fer
el plantejament contrari, donat un sistema que tingui un guany desitjat podem intentar
situar els pals i zeros per aproximar-nos a aquesta resposta, essent tots aquests
conceptes interessants d’aplicar també en fases de disseny.

118



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

SESSIO 21

Nom: Problemes transformada Z
Tipus: de problemes
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [ProblemesTDSI2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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3
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7 7
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7
0.0

PRECEDENTS

A la sessio anterior varem estudiar les caracteristiques la transformada Z dels S.L.1.T.s
discrets.

OBJECTIUS

En aquesta sessio se us proposen alguns problemes de la transformada Z.

CONTINGUTS

En aquesta sessio proposarem alguns problemes de calcul de la transformada Z aixi
com de la transformada Z inversa.

4.6.3. Problema de calcul de transformada Z

A continuacié se us proposen problemes sobre el calcul de la transformada Z.

Problema 1

Donats els seguents senyals temporals determineu les seves transformades Z aixi
com les regions de convergéncia associades:

a) Gj[]
b) —Gj"u[-n_l]
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e) 5[}1—1]
f) o[n+1]
9) (%)n(u[n]—u[n—lo])

= [Oppenheim1999] p832 (prob. 3.1)

Problema 2

Determineu la transformada Z inversa de les seglents expressions:

a) X(e)= -2

2

1
b)X(Z):l_i_iZ—l ||<%

2

l_ézil 1
)Xo} s

4 8

1-1z7

d) X(Z)=1 LzZ*Z |z|>%

4
&) X(e) == |-

» [Oppenheim1999] p833 (prob. 3.6)

4.6.4. Problema de S.L.I.T. i transformada 2

Un S.L.I.T. té una resposta impulsional amb transformada Z definida segons

1

1+z
M i)

a) Determineu la regioé de convergéencia del sistema H(z).
b) Es tracta d’'un sistema estable? Raoneu la resposta.

c) Trobeu la transformada Z del senyal d’entrada X(z) que produiria a la sortida del
sistema el senyal

nl=—4(=2) uln] -4 @) ul-n 1]

» [Oppenheim1999] p833 (prob. 3.9)
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SESSIO 22

Nom: Introduccié al disseny de filtres digitals
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]

7 7
0.0 0.0

X3
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7 7
0.0 0‘0

3

o

7
0‘0

PRECEDENTS

A les anteriors sessions hem estudiat I'eina basica per a entendre i poder afrontar el
disseny i implementaci6 dels sistemes discrets lineals i invariants: la transformada Z.

OBJECTIUS

En aquesta sessié comengarem I'estudi de técniques de disseny de filtres digitals. Ens
centrarem en alguns conceptes importants i en la primera de les técniques anomenada
meétode de les finestres.

CONTINGUTS

En aquesta sessi6 estudiarem el metode de les finestres. Es tracta d’'una eina molt Gtil
per al disseny de filtres F.I.R. (0 de resposta impulsional finita). No serveix, pero, per a
dissenyar filtres 1.I.R. (o de resposta impulsional infinita, o filtres amb realimentacions),
ja que es basa en el truncament en el temps de la resposta impulsional del filtre que
compleix les especificacions ideals desitjades.

5. Disseny de filtres digitals

5.1. Introduccio al disseny de filtres digitals

Els filtres digitals agrupen un gran conjunt dels sistemes lineals i invariants. De fet
qualsevol sistema discret lineal i invariant es pot entendre com un sistema que es
comporta com un factor de guany o atenuacié depenent de la freqiieéncia. Des d’aquest
punt de vista, qualsevol S.L.I.T. és un filtre. No obstant aixd, sovint I'is de filtres
digitals es fa pensant en la cancel-lacié, atenuacié o bé amplificacié de les components
dins d’unes certes bandes freqliencials. Per aquest motiu, és molt freqlent utilitzar
plantilles com a eina d’especificacié on el filtre ha de deixar passar energia (bandes de
pas) o bé rebutjar-la (bandes atenuades).
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Fases en la implementacio d’un filtre discret

La implementacié d’'un filtre discret comporta, en general tres fases:
1. Especificacié de les propietats de comportament desitjades del filtre.

2. Aproximacio per tal de maximitzar la semblanga entre les especificacions desitjades
i les que realment es poden arribar a assolir amb una estructura causal i amb un
nombre finit d’operacions aritmétiques.

3. Realitzacié del sistema.

En aquest capitol parlarem sobretot del pas 2, que és el que realment ens permet
d’assolir en major o menor grau els objectius del disseny. El punt 1 depén basicament
del problema o escenari concret, mentre que el pas 3, és condicionant del programari
disponible (quantitat de memoria disponible, nombre d’operacions per segon
realitzables, etc..) i consequentment és també funcid de I'entorn de Iaplicacio
concreta.

Traduccio de les especificacions analogiques al domini
discret

En la realitzacid practica, el filtre digital acaba sovint implementant-se dins d’una
cadena de processament de senyal analdgic, de forma que amb els conversors A/D i
D/A es conformen les interficies entre el mon analdgic i el mon discret. Per tant, passa
sovint que les especificacions del pas 1 es donen en el mén analogic, i cal traduir-les
al mon discret. Per fer-ho cal recordar la relacio entre les funcions de transferéncia del
sistema discret i del sistema analdgic equivalent (veure I'apartat 2.4.1):

H(e’m) |Q| <r/T
0 |Q>z/T

", <jsz>={

on T és el periode de mostratge dels conversors, () és la pulsaciéo analdgica en
rad/seg.

A partir de l'anterior relacid, es poden “traduir’ les especificacions en el domini
analogic al domini discret dins del periode basic de la T.F.S.D. segons:

)=, (2] o<

5.2. Disseny de filtres F.I.R. amb el métode de
les finestres

El métode de les finestres és el métode meés senzill i intuitiu per a dissenyar filtres
F.LR. En primer lloc es defineix la resposta freqlencial desitjada A (ef‘“), la qual cal
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especificar dins d’un periode, per exemple — 7 < @ < 7. Una vegada es disposa de les
especificacions del filtre ja es pot procedir a realitzar-ne el disseny.

Calcul de la resposta impulsional ideal

A partir de les especificacions donades en el domini freqliencial, es pot realitzar el
calcul de la resposta impulsional amb la formula de la T.F.S.D. inversa:

h,[n]= i _[Hd (ej“’ )ej“’"da)

A la practica, seguint la filosofia de plantilles de filtres ideals (polsos rectangulars en el
domini frequencial), 'equacié anterior es traduira a tot un conjunt de sincs en el domini
del temps. Cal dir que, en general, quan es fa un processament de senyals reals, la
funcio de transferéncia compleix la propietat d’hermeticitat, amb qué hi ha una simetria
complexa conjugada de les frequiéncies negatives amb les positives.

Enfinestrament de la resposta impulsional

La forma més senzilla d’obtenir un filtre F.I.R. d’M+1 coeficients i causal a partir de la
resposta impulsional calculada és:

)= hln] 0<n<Mm
= 0 altres

De forma més genérica, el métode de les finestres es basa a fer el producte de la
resposta original per una finestra, que no és més que un senyal finit definit dins
I'interval de 0 a M, és a dir:

hln]=h,[n]wln]

Per al cas més senzill, és una finestra rectangular definida com:

w[n] = u[n]—u[n -M - 1]

Efectes de I'enfinestrament en el domini freqiiencial

El fet d’enfinestrar, és a dir, multiplicar la resposta impulsional desitjada per la finestra,
provoca l'efecte de convolucié en el domini frequencial (propietat de la T.F.S.D.).
Recordem aquesta propietat en aquest cas:

H(ej“’ ) =T.F.S.D.{h, [n]w[n]} = iTHd (ef‘g )W(ej(‘”’g))a’ﬁ
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que no és més que la convolucid periddica entre les T.F.S.D.s respectives de la
plantilla i de la finestra.

Es clar que el resultat del disseny quedara totalment influenciat per les caracteristiques
de la finestra. Idealment, una finestra infinita i igual a 1 donaria una T.F.S.D. del tipus
delta de Dirac, obtenint la resposta frequliencial desitjada. No obstant aixo, les finestres
es caracteritzen per ser senyals finits, el que fa que la seva transformada tingui
components energétiques a altres frequéncies diferents de la component continua.
Com més concentrada tingui la seva energia al voltant de zero, aleshores més

semblant sera el resultat H(ef‘”) a la resposta desitjada.

En el cas de la finestra rectangular la seva T.F.S.D. és justament una sinc periddica:

—jw% sin[w(M +1)/2]
sin(w/2)

W, (ej""): T.F.S.Duln]-uln-M-1]}=e

A la figura 7.20 de la pagina 468 de [Oppenheim1999] podeu veure el dibuix del modul
per al cas M = 7. La forma de les finestres en el domini freqliencial és forga similar. En
general sempre hi ha un [lobul principal i uns lobuls secundaris. Per tenir uns bons
resultats en el disseny, cal que el Iobul principal sigui el més estret possible i que
concentri el maxim d’energia de tot el senyal. Per aixd es comparen, en general, dos
factors importants:

1.-Relacié principal a secundari: és la diferéencia en dBs entre els pics del lobul
principal (2010g10‘H(e-"°1) i del lbbul secundari (el segon més elevat)

2.-Amplada del I6bul principal: parametre relacionat amb la resolucié assolida en el
disseny, referent sobretot a les transicions sobtades, com és es cas de la transicio
entre les bandes de pas i les bandes atenuades.

En general, es requereix un valor de relacié principal a secundari (o també anomenat
degoteig espectral (leakage)) el major possible, i d’'un ample de Idbul principal el més
petit possible.

Les dues principals caracteristiques en el domini freqlencial de la finestra utilitzada
produeixen basicament dos efectes que degraden la idealitat de la resposta
freqUencial obtinguda si és comparada amb la plantilla original:

1.-Una aparicié d’un arrissat a les bandes de pas i de rebuig

2.-Un engruiximent de les transicions entre les bandes de pas i de rebuig, el que fa
que apareguin les bandes de transicio.

Com a exemple grafic vegeu la figura 7.19 de la pagina 467 de [Oppenheim1999]

Finestres més usuals

A continuacié es mostren les expressions temporals de les finestres més usuals:

Finestra Rectangular:
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1 0<nsM
wln] =

0 altres
Finestra Bartlett (triangular):

2n/M 0<n<M/2
wln|=42-2n/M M/2<n<M

0 altres

Finestra Hanning:

(] 0.5-0.5cos(2m/M) 0<n<M
W) =
! 0 altres

Finestra Hamming:

{0.54— 0.46cos(2m/M) 0<n<M
wln]=

0 altres

Finestra Blackman:

0.42—0.5cos(27m /M) +0.08cos(4m /M) 0<n<M
wln] =
0 altres

Vegeu les formes d’ona temporals a la figura 7.21 de la pagina 469, i les formes de la
magnitud de l'espectre a la figura 7.22 de la pagina 470 de [Oppenheim1999]. Com es
pot veure, la finestra rectangular és la més resolutiva, perd en canvi és la que té una
pitjor relacié entre principal i secundari. En contraposicio, la Blackman és la que té una
pitjor resolucié, pero es canvi una millor relacié de degoteig espectral.

Generalment, a I'hora de realitzar el disseny d’un filtre F.I.R. amb aquest métode cal
comprovar el resultat de la resposta freqUencial utilitzant diferents finestres, de forma
que el dissenyador comprova quin dels resultats és el més adequat per a I'aplicacio en
concret.

» [Oppenheim1999]p465-p472

RESUM

En aquesta sessié hem introduit el disseny de filtres F.I.R. amb el métode de les
finestres, que proporciona una eina senzilla i intuitiva per realitzar dissenys rapids tot i
que de vegades poc precisos.
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SESSIO 23

Nom: Disseny de filtres F.I.R. amb la finestra Kaiser
Tipus: teoricopractica
Format: semi presencial
Durada: 3 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
o Recursos de programari i de maquinari
= MATLAB (Laboratoris)
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7 7
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PRECEDENTS

En I'anterior sessid varem estudiar el disseny de filtres F.I.R. amb el métode de les
finestres.

OBJECTIUS

En aquesta sessid es veura una variant del metode de les finestres utilitzant la finestra
Kaiser, la qual té un parametre que permet ajustar-ne les caracteristiques més adients
per assolir les especificacions d’un determinat disseny. S’acabara la sessié amb un
conjunt d’exercicis per comprovar en el laboratori amb el MATLAB i amb una petita
autoavaluacio sobre la part de disseny de filtres F.I.R. amb el métode de les finestres.

CONTINGUTS

Es definira la finestra Kaiser i es veura com ajustar els seus parametres per assolir
unes determinades especificacions.

5.3. Metode de disseny de filtres F.I.R. amb la
finestra Kaiser

A l'apartat 5.2.1. varem estudiar el métode de les finestres com a eina de disseny de
filtres F.I.LR.. Varem veure la importancia de l'eleccié de la finestra. Concretament,
varem estudiar dues caracteristiques importants a I'hora d’escollir una o altra finestra:
la relacié principal a secundari (degoteig espectral (leakage)), i 'amplada del [obul
principal (o també resolucid). Es varen estudiar tot un conjunt de finestres amb
diferents compromisos de degoteig-ressolucio, veient que quan la relacié principal a
secundari era elevada la resolucio era baixa i viceversa. En certes aplicacions resulta
convenient ajustar bé aquestes caracteristiques ja que influencien el resultat de la
resposta frequiencial del disseny. Per aquest motiu, Kaiser va estudiar I's d’'una nova
finestra que té la caracteristica diferencial respecte de les ja vistes fins ara que a més
de dependre del parametre M (durada) també depén d'un parametre que permet
ajustar de forma adequada la relacié entre ambdues caracteristiques fonamentals.

127



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

La finestra Kaiser

La finestra Kaiser es defineix a partir de la funci6 de Bessel modificada de primer
ordre 1o(x) i els parametres de disseny M i f3 :

on g =M/2 és el retard de grup del filtre. En el cas que es vulgui obtenir un filtre de
fase lineal, el terme de fase del filtre sera ¢ /“M/2 |

Vegeu la figura 7.24 de la pagina 475 de [Oppenheim1999], on es mostra la forma
temporal de la finestra per a diferents valors de g i M = 20. Observeu que per M = 0

s’obté la finestra rectangular (major resolucio, pitjor relacié principal a secundari).
També es mostra la resposta frequencial de la finestra tant variant g i mantenint el

mateix valor de M com fixant g i variant M. En el primer cas observeu com varien
totes dues caracteristiques: a mesura que augmenta el valor de S empitjora la

resolucié perd millora el degoteig espectral. Per al segon cas, en canvi, un augment de
la durada de la finestra només provoca una millora de la resolucio, sense modificar la
relacié principal a secundari.

Eleccio dels parametres M i Beta per a un determinat
disseny

Kaiser va estudiar com escollir el valor optim dels parametres de disseny M i /8 per tal
d’assolir una determinada qualitat en el disseny final. La nocié de qualitat assolida es
descriu segons els efectes que la finestra produeix sobre la selectivitat final d’un filtre
prototipus passabaix (vegeu figura 7.23 de la pagina 473 de [Oppenheim1999]):
l'arrissat a les bandes atenuada i de pas §, i 'amplada de la banda de transicié Aw .
Va veure que I'eleccio del parametre f influenciava el valor de I'arrissat § , mentre

que, una vegada escollit el valor de B es podia ajustar el gruix de la transicié A®

ajustant el valor de M, ja que aquest no influeix per a res en el degoteig espectral. Les
expressions de disseny en qué va concloure el seu estudi, basat en una extensa cerca
numeérica, son les seglents:

0.1102(4—8.7) A>50
B =10.5842(4-21)"" +0.07886(4—-21) 21< A<50
0.0 A<21
. A4-8
2.285Am

on:
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A=-20log,, 5, Aw=w, ~,; i o, es el valor de pulsacié més gran de la banda de

pas on ‘H(e””]kl—& i @ eés el valor de pulsaci6 mes petit de la de rebuig on
‘H(ejwléé‘-

El valor dM s’ha d’aproximar sempre al valor enter més proper al valor donat per
I'expressio de disseny anterior.

La frequéncia de tall del filtre, gracies a la simetria de la discontinuitat en la banda de
transicid, es pot aproximar per la freqliéncia intermédia entre ®, i w,,ésadir
0, +o,

W, =
2

= [Oppenheim1999] p474-p478 (vegeu també les figures 7.24 i 7.25)

5.3.1. Problemes de disseny de filtres F.I.R. amb la
finestra Kaiser

A continuaci6 se us proposen un parell de problemes de disseny de filtres F.I.R. amb
la finestra Kaiser, per a realitzar amb el MATLAB.

Problema 1

Dissenya un filtre passabaix F.I.R. de fase lineal amb el métode de la finestra Kaiser
que acompleixi les seglents especificacions en forma de plantilla:

pr@j?m‘&\\\\\\\w S

0.9 \\\\

_ N
0.001 R . S

1
04n  0.6n o

Fes el disseny i comprova la resposta frequencial amb la funcié freqz del MATLAB.
Defineix la resposta impulsional del filire amb I'ajuda de les funcions kaiser i sinc. Per
qualsevol dubte sobre una funcié determinada (parametres que requereix i que retorna
la funcio, etc.) executa la comanda >>help <nom_funcié> [Return]. Una vegada creada
la resposta impulsional al vector h visualitza-la amb la funcié >>stem(h) i visualitza
també la resposta frequencial amb >>freqz(h,1). Comprova que el disseny compleix
les especificacions indicades per I'enunciat (tant la plantilla associada al mddul com la
linealitat de la fase). Dibuixa el retard de grup del filtre amb la funcio

>>[G,w] = grpdelay(h,1); plot(w,G);
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» [Oppenheim1999] p476-p478 (vegeu també figura 7.25)

Problema 2

Dissenya un filire passaalt F.I.R. de fase lineal amb el métode de la finestra Kaiser que
acompleixi les seglients especificacions en forma de plantilla:

1, €A
1.0214
0.97%
0.0217
I | >
035 0.5rm @

Tingues en compte que pots fer el disseny basant-te en un filtre passabaix amb
resposta frequencial H, (e-f”) tal com:

Hyyle)=e 211, ()

on M/2 és el retard de grup del filtre i, per tant, el terme de fase lineal de la funcié de
transferéncia.

Fes les mateixes verificacions amb el MATLAB que vas fer en I'anterior problema.

» [Oppenheim1999] p479-p481 (vegeu també figures 7.26 i 7.27)

Problema 3

Dissenya un filtre que compleixi les seglients condicions:

098 <|H(e)<1.02  per 0<|w|<0.637
‘H(ej“’1<0.15 per 0.657 <|w| <7

Troba els valors optims de B i M de la finestra Kaiser més adequada pel disseny.
Comprova si el teu disseny satisfa les condicions amb el MATLAB.
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RESUM

En aquesta sessié hem vist un nou meétode de disseny de filtres F.I.R. basat en
'enfinestrament de la resposta impulsional, perd que permet ajustar millor les
especificacions desitjades amb I'is d’'un nou parametre que modifica la forma tant
temporal com freqliencial de la finestra. La finestra Kaiser és només un exemple que
permet veure que la introduccié de nous parametres de control permet optimitzar més
el procés de disseny.
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SESSIO 24

Nom: Disseny de filtres I.I.R. a partir de filtres analogics (1)
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
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PRECEDENTS

En les anteriors dues sessions varem estudiar el disseny de filtres F.I.R. a partir del
métode de les finestres.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 introduirem el disseny de filtres digitals tipus I.I.R. (amb resposta
impulsional infinita) mitjancant I'aprofitament de tota la teoria desenvolupada al voltant
del disseny de filtres amb components analogics.

CONTINGUTS

Aquesta sessid conté la teoria del disseny de filtres digitals de tipus |.I.R. a partir de
técniques ja desenvolupades per al disseny de filtres analdgics. Concretament
s’estudiaran les técniques de la invariancia impulsional i de la transformacié bilineal,
les quals permeten convertir dissenys fets en el domini analdgic per convertir-los a
dissenys en el domini discret.

5.4. Disseny de filtres I.I.R. a partir de filtres
analogics

L’estat de la qliestio en el disseny de filtres de temps continu o analdgics va ser
predecessor i, conseqientment forca més desenvolupat, que el disseny de filtres de
temps discret o digitals. Per aquest motiu, i pel fet que es disposava d’expressions
tancades que permetien accedir directament a les solucions optimes de disseny en el
domini analodgic (filtres de Butterworth, de Txebyshev, filtres el liptics, filtres de Bessel),
es van desenvolupar tot un conjunt de procediments per mapar els resultats dels
dissenys analogics en el nou ambit de treball en el domini discret.
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Transformada de Laplace v.s. transformada Z

Recordem que el domini analogic es basa en el disseny en el pla s =g+ jQ de la
transformada de Laplace o funcié6 de transferéncia HC(S) , domini en el qual
posicionem de forma convenient els pols i zeros del sistema analdgic per assolir una
determinada forma de la resposta frequencial HC(JQ) , la qual obtenim avaluant
HC(S) a I'eix imaginari del pla's, s = jQ) .

El mapatge o conversié d’'un filtre analdgic a un filtre discret es fa partint de la
correspondéncia entre aquest lloc geométric (eix imaginari del pla s) sobre el lloc

geometric del pla z =y¢/® on s’avalua la resposta freqliencial d’'un sistema discret (el
cercle unitari per r=1).

Estabilitat

Recordem també, que I'estabilitat d’'un filtre analdgic causal i real és garantia sempre
que els pols es trobin al semipla esquerre d’'s, on o < ( . D’altra banda, la condicid
equivalent pero en el domini dels filtres digitals és que els pols es trobin dins del cercle
unitat (on r<1). Per tant, aixo ens deixa una idea sobre com s’ha d’establir la relacio
per tal de fer la conversié d’un filtre analdgic a un filtre discret.

Formes de convertir un filtre analogic en un filtre discret

Les técniques de conversid d’un filtre analdgic hc(t)<_&_>]—jc(s) a un filtre discret
h[n](—z—)H(z) es basen a establir relacions o bé en el domini temporal
h[n]=T{n (¢)} o bé en el domini freqliencial H(z)=T{H (s)} - En el segon cas,
veurem que es tracta de realitzar un correspondéncia directa entre les variables
complexes s i z, és a dir z:T{s} = H(z):HC(S :T‘I{Z}) . Estudiarem les dues

técniques més utilitzades, cadascuna de les quals es basa en un tipus de mapatge
diferent:

1.- Métode de la invariancia impulsional: mapatge del tipus h[n] =T{h,(2)}
2.- Métode de la transformacio bilineal: mapatge del tipus H(z)=T{H(s)}

» [Oppenheim1999] p439-p443

5.4.1. Disseny mitjancant la invariancia impulsional
(mostratge de la h(t))

El métode de la invariancia impulsional es basa a definir h[n] com un mostratge de la
resposta impulsional del filtre analdgic, és a dir:
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Hn]=T;h.(nT,)

on Taés el periode de mostratge utilitzat. Aquest parametre no té per qué tenir res que
veure amb el valor del periode de mostratge T usat en el sistema de processament
digital. En principi, el seu valor pot ser escollir independentment de les especificacions
del filtre discret requerit.

Relacio en el domini freqiiencial i aliasing

L’equacio anterior expressa un mostratge ideal de la resposta impulsional del sistema
analogic. Per tant, en el domini frequencial la relacio és la ja coneguda com:

H(e™)= ch[jﬁﬂz—”kj

k=—c0 T, d T, d

Si # (jQ) és de banda limitada a [?<7/T,

sense I'aparicio de l'aliasing, i per tant:

, aleshores el mostratge es produeix

H(ej”):Hc(jTQ] per |o|< 7
d

En aquest cas es pot afirmar que la correspondéncia entre la frequiéncia analogica i la
freqiencia discreta és lineal segons »=T,Q) per |a)|<7z (vegeu la figura 7.3 de la

pagina 444 de [Oppenheim1999]). Aquesta relacié ens ha de servir per transformar les
especificacions del filtre discret a les especificacions del filtre analogic.

Es pot observar que només es pot menysprear I'efecte de l'aliasing en el cas que el
filtre a dissenyar sigui passabaix o passabanda, ja que en la resta de casos (passaalt,

rebutjabanda) la banda del filtre sera infinita. Aixo restringeix I'is d’aquesta técnica de
mapatge al disseny de filtres de banda limitada (passabaix i passabanda).

» [Oppenheim1999] p443-445

Correspondeéencia entre H(z) i Hc(s)

Per estudiar la correspondéncia entre les funcions de transferéncia dels sistemes
analdgic i discret, comencem per expressar HC(S) en la seva expansié en fraccions
simples (simplifiquem I'estudi per a un filtre amb pols de multiplicitat 1):

H(5) =)

= S—=8;

La resposta impulsional d’aquest sistema és:
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()= ﬁAkeSkfu(f)

Apliquem el mostratge a temps muiltiples de 7, per obtenir la resposta impulsional del
sistema discret:

N N
h[”] =T;h. (an ) = Z TdAkeSkanu(an ) = ZTdAk (esde Yu[n]
k=1 k=1

La funcié de transferéncia del filtre discret es pot calcular directament a partir de la

n Z. 1!
transformada ¢ “[”]‘_E_’(l‘“z 1)

H()=TZ{pn]y =y —Tade

k
k
T, -1
ml—e' iz

Com es pot observar, els pols s, del domini analogic s’han transformat en pols

z, = e« del domini discret, i ha aparegut un factor d’escala T, en els coeficients de

I'expansio en fraccions simples. Aix0 ens garanteix que si el filtre analdgic és estable,
és a dir o, <0 aleshores el filtre discret també ho sera, ja que

ortiU)| = g0l <] (tots els pols del filtre discret es troben dins del cercle

— |
EAES ‘e
unitat). La relaci6 vista ara entre els pols d’'ambdds dominis no es manté de la mateixa

forma en el cas dels zeros, ja que normalment els zeros sén funcié dels pols i dels
coeficients de I'expansié en fraccions simples.

= [Oppenheim1999] p445-446

5.4.2. Disseny mitjancant la transformacio bilineal

La técnica de la transformacié bilineal, a diferéncia del métode de la invariancia
impulsional, evita el problema de l'aliasing, permetent generalitzar el mapatge del
domini analdgic al discret per a tot tipus de filtres incloent els prototipus passaalt i
rebutjabanda. La idea original d’aquest mapatge va sorgir de plantejar I'equacié en
diferencies d’un filtre discret com I'aproximacié de I'equacid diferencial d’'un filtre
analdgic aplicant la técnica d’integracié numérica amb funcions trapezoidals d’'amplada

temporal T, .

Mapatge

La transformacio bilineal és una correspondéncia directa entre les variables complexes
siz
2 (1-z"
§=— 5
T,\1+z
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per tant es pot escriure la relacié entre funcions de transferéncia:

-1
H(e)= | 2|5
T,\1+z
Estudiem el mapatge substituint s = &+ jQ i aillant z de la primera equacio:

__ltoT,/2+)01,/2
1-oT,/2-jQT, /2

Conseqiiéncies i relacio entre freqiiéncies

D’aquesta relacio es pot concloure que si g < () aleshores |Z| <1 per a qualsevol valor

de Q , mentre que |Z| >1 si o >0 . Es adir, que el semipla esquerre del pla s (zona
d’estabilitat del domini analogic) queda mapada dins del cercle unitat del pla z (zona
d’estabilitat del domini discret, vegeu la figura 7.6 de la pagina 452 de
[Oppenheim1999] ). Per estudiar la relacié entre les freqiéncies analdgica Q i discreta
@ substituim o =0 a I'anterior equacié obtenint un nombre complex de modul 1 i fase
igual a la frequéncia discreta:

14jQT, /2
1-jQT, /2

jo
d’on aillant el valor de Q s’arriba a:

Q= Titg(gj o equivalentment ¢ = 2arctg(QTd /2)
d

Com es pot observar, a diferéencia de la técnica de la invariancia impulsional el
mapatge de frequéncies és no lineal, cosa que possibilita la compressié de tot I'eix de
frequéncies analdgiques — oo < Q <+ en linterval finit de frequéncies discretes
—r<w<+xr (vegeu la figura 7.7 de la pagina 452 de [Oppenheim1999]). Aixd fa que
ja no hi hagi el problema de l'aliasing en aquest cas. D’altra banda el preu que paguem
per aquest fet és la no linealitat de la relacié entre ambdues variables freqlencials.
Particularment, si el filtre analdgic té fase lineal és evident que la fase del filtre digital
deixara de ser-ho degut a la relacié entre ambdues freqliéncies, per tant /a linealitat de
la fase no es manté invariant en la transformacioé cosa que si succeia en el méetode de
la invariancia impulsional.

Traduccio de les especificacions

Si es volen assolir unes determinades especificacions del filire discret (p.ex:
frequéncies limit de les bandes de pas i atenuada w, i @, ) cal traduir primer de tot

aquestes especificacions al domini analdgic mitjangant la relacié de I'equaci6 anterior,
de forma que una vegada fet el disseny analdgic i convertit a digital amb la
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transformacié bilineal, el filtre discret complira perfectament les especificacions
originals.

» [Oppenheim1999] p450-454

RESUM

En aquesta sessidé hem vist que és possible dissenyar filtres I.I.R. discrets a partir de
filtres analogics mitjangant I'ds d’unes transformacions. Concretament hem estudiat les
técniques de la invariancia impulsional i de la transformacié bilineal. A la seglent
sessio recordarem algunes de les técniques de disseny de filtres analogics.
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SESSIO 25

Nom: Disseny de filtres I.I.R. a partir de filtres analogics (I1).
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 4 hores
Dedicacio: 4 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Oppenheim1999]
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Proakis1992]
o Recursos de programari i de maquinari
= MATLAB (Laboratoris)
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PRECEDENTS

En I'anterior sessié varem explicar dues técniques per tal d’aprofitar dissenys de filtres
analogics per ser utilitzats en la confeccioé de filtres digitals de tipus I.I.R.

OBJECTIUS

En aquesta sessid es fara un repas dels filtres analdgics més utilitzats a I'hora de fer
dissenys de filtres discrets I.I.R. Veurem els filtres de Butterworth (més simples) i els
filtres de Chebyshev tipus | (més oOptims, a costa de tenir un arrissat a la banda de

pas).

CONTINGUTS

En aquesta sessid repassarem les principals caracteristiques dels filtres de
Butterworth i de Chebyshev Tipus |, aixi com les expressions de disseny basades en
les especificacions d’'una plantilla. Aquest complement teodric ens permetra lligar el
contingut de la sessié anterior per tal de poder confeccionar un filtre digital a partir del
disseny d’un filtre analogic i una transformacié del domini analogic al domini discret.

5.5. Filtres analogics més usats per al disseny
de filtres digitals

A continuacioé recordarem el disseny de filtres analdgics més importants: els filtres de
Butterworth i els filtres de Chebyshev. Ens centrarem en els filtres de tipus passabaix,
ja que, com veurem més endavant, posteriorment es poden aplicar técniques de
transformacions frequiencials per tal de convertir un prototipus passabaix en qualsevol
altre tipus de filtre: passaalt, passabanda o rebutjabanda.
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Filtre de Butterworth

Aquest tipus de filtres es caracteritzen per tenir una magnitud maximament plana a la
banda de pas, caracteristica sovint molt desitjable en forga aplicacions. També
presenten una magnitud monodtona decreixent amb la frequéncia, i el seu valor
quadratic és:

1

H(GOY =—
#.6e) 1+(Q/a, )"

on N és l'ordre del filtre, o el nombre de pols que té. Aquest filtre no té zeros en el
domini analdgic, és per tant un filtre totpols (vegeu les figures B.1 i B.2 de la pagina
825 de [Oppenheim1999]). La magnitud d’aquest filtre decau de I'ordre de 6N dB per

octava o 20N dB per década quan s’expressa amb el guany G(Q): 2010g10ch(jQ)|)
i per valors de frequéncia Q >> Q, ,on Q és la frequéncia de tall del filtre on

|HC(JQC)|=1/2 o G(Qc)z—3 dBs. Aixi doncs, a major ordre més selectiu sera el
filtre, 0 més aviat atenuara les frequiiéncies fora de la banda de pas.

De l'anterior equacié, substituint jQ=5s s’arriba a:
1

HC(S)HC(—S)zm

Aixi doncs, els pols d’ HC(S)HC(—S) els trobem igualant el denominador a 0, d’'on
resolem que:

5, = (_ 1)1/2N].Qc _ ch(jﬂ/2N)(2k+N—1) 0<k<2N—1

el que ens diu que hi ha 2N pols equiespaiats en angle /N ide radi Q . De tots
aquests pols la meitat f= {1,2,...,N} pertanyen a ]—[c(s) i laltra meitat
= {O,N+1,...,2N—1} a Hc(—s) de forma que els primers es troben a la regid
d’estabilitat, ja que els angles estan acotats dins de g ¢ [ﬁ/2,3;z/2] (semipla esquerre
d’s).

A partir dels pols podem reconstruir la funcié de transferéncia amb I'expressio seglient:

N
1 [1s
k=1

Hc(s)= N =N
11:1[(1_S/Sk) II;I[(Sk_S)

si es vol que el filtre tingui un guany diferent de la unitat només cal multiplicar la funcié
de transferéncia pel guany desitjat G.

El disseny d'un filire de Butterwoth passabaix en base a unes especificacions donades
es pot fer, per exemple, a partir de la frequeéncia de tall Q3 , i 'atenuacié minima o el

guany maxim 7 a una certa freqliéncia Q. >Q és a dir que |HC(JQS)| <y. Segons
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aixo es pot arribar a la seglent expressio de disseny de I'ordre N adequat per assolir
aquestes especificacions:

N> 10g10(1/72 —1)
ZIOgZ(Qs /Qc)

= [Oppenheim1999]p824-p826

Filtres de Chebyshev

Els filtres de Chebyshev, a diferéncia dels filtres de Butterworth, ofereixen un arrissat a
les bandes de pas i atenuada més optimitzat (més petit) per a un mateix ordre o bé un
ordre menor per a unes mateixes especificacions de l'arrissat maxim permés. Aixo és
gracies al fet que es tracta de filtres que ja no compleixen la caracteristica de tenir una
magnitud decreixent de forma monotona amb la freqiéncia i maximament plana. Per
contra, els filtres de Chebyshev tenen la caracteristica de presentar un arrissat
caracteritzat per una certa oscil-laci6 amb valor de pic constant. Existeixen dos tipus
de filtres de Chebyshev: el filtres de Chebyshev tipus | i tipus Il. Els primers presenten
la caracteristica de I'arrissat de dinamica constant a la banda passant, mentre que el
tipus Il l'arrisat apareix a la banda atenuada.

La magnitud de la funcié de transferéncia quadratica del filtre de Chebyshev tipus | es
defineix com segueix a continuacié:

1
1+ Q/Q,)

AV
on ¥, (x) és el polinomi de Chebyshev de grau N definit com:

Vy (x) = cos(N cos ™! (x))

i per tant, sén polinomis que en linterval —1< x < +1 es troben acotats a V,ﬁ(x)gl ,

mentre que per |x|>1 la funcio cos‘l(x) retorna valors imaginaris i per tant VN(x)

passa a tenir el comportament del cosinus hiperbolic incrementant-se de forma
monotona amb la variable x. Aquestes caracteristiques s6n molt atractives per al
disseny de filtres prototipus passabaix.

El polinomi de Chebyshev d’ordre N es pot obtenir a partir dels dos polinomis d’ordres
anteriors amb la segient expressio recursiva:

Vy (x) =2xVy, (x) Vo (x)
Per tant, podem afirmar que el aquest sera un filtre totpols.

Els tres parametres de disseny d'un filtre del filtre de Chebyshev tipus | sén: 'ordre N,
la freqiiéncia de tall € (on ara més aviat es defineix com la freqiiéncia limit de la
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banda de pas) i 'amplada de I'arrissat especificat pel parametre ¢ . Vegeu la figura
B.4 de la pagina 827 de [Oppenheim1999].

Els pols del filtre de Chebyshev tipus | es troben a sobre d’'una el-lipse de semieixos
r =Qc/2(a”N —a’”N) A =Qc/2(a”N +a’”N) , on g=g'+l+e?
,concretament als punts:

s, =1,C08¢, + jsend,
on ¢, :%(2k+N—l) per 1<k<N (vegeu la figura B.5 de la pagina 827 de
[Oppenheim1999]).

Igual que en el cas del filtre de Butterworth, en el cas del filtre de Chebyshev es poden
trobar les expressions Optimes de disseny per satisfer unes determinades
especificacions. En aquest segon cas, el valor optim per I'ordre N del filtre és el valor
minim que compleix la seguient condicio:

v logig [(\/1 —52 4 1-82(1+ 8))/(852 )]

logIO[(Qs /Qc)+ (Qs /QC )2 - 1:|

on Q) és la frequencia limit de la banda de pas, Q

s és una frequéncia superior a Q
on el guany del filtre és |HC(JQs] =6, (per especificar la caiguda del filtre a la banda

atenuada). Normalment el parametre ¢ s’especifica indicant 'amplada de l'arrissat §

en dBs amb qué:
e=+1-107""°

Existeixen també els filtres de Chebyshev tipus I, que a diferéncia dels tipus I, tenen
I'arrissat de pic constant a la banda atenuada per comptes d’a la banda de pas, i son
fitres amb pols i zeros, per comptes de només totpols. Deixem a [l'alumne
I'aprofundiment en altres tipus de filtres analdgics com son aquest o els filtres elliptics
(que tenen l'arrissat fluctuant en ambdues bandes de pas i atenuada, i presenten un
comportament encara més optim que els vistos fins ara).

= [Oppenheim1999] p826-p828

5.5.1. Problemes de disseny de filtres discrets a
partir de filtres analogics

A continuacié se us proposen alguns problemes de disseny de filires discrets a partir
de filtres analodgics.

142



LuSaIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

Problema 1

Dissenya un filtre passabaix discret aplicant el métode de la invariancia impulsional a
un filtre analogic de Butterwoth. Es demana que en el disseny es satisfacin les
seguents restriccions:

0.89125<|Hle”|<1  0<e[<027
[H(e”)<0.17783 037 <|ef<a

Fes el disseny dividint el procés en tres passos:

1.- Converteix les especificacions del filtre discret en especificacions del filtre analdgic
utilitzant la relacié del mapatge freqlencial establerta pel métode de la invariancia

impulsional, deixant-les en funcié del parametre T,

2.- Determina el valor minim de l'ordre N aixi com la quantitat de T,Q, tal que es
compleixin les especificacions anteriors. Troba I'expressio de la funcié de transferéncia
Hc(jQ) en funcio del parametre T, .

3.- Fes la conversi6 d’analogic a digital i obté la funcié de transferéncia H(z) del filtre
digital. Influeix el valor de T, en el disseny final ?

Vegeu la solucié a [Oppenheim1999] p842-p843 (o problema similar a 'exemple 7.2
pagines p446-p449).

Problema 2

Dissenya un filtre passabaix discret aplicant el métode de la transformacio bilineal a un
filtre analdgic de Butterwoth amb les mateixes especificacions que el problema
anterior. Segueix els mateixos passos que es demanaven a I'anterior problema, pero

ara fixa el valor de T,=1.

Una vegada finalitzat el disseny comprova si el filtre discret satisfa les especificacions
amb la funcié freqz del MATLAB.

5.6. Transformacions frequencials en el domini
analogic

Les técniques de disseny de filtres analdgics es centren en el disseny de filtres
prototipus passabaix. No obstant aixd, és possible reutilitzar el disseny d’'un filtre
passabaix per tal de dissenyar un filtre passaalt, passabanda o rebutjabanda
mitjangant una transformacio frequiencial.

En general, aquestes transformacions s’assoleixen realitzant un simple canvi de
variable del tipus:

H (s)=H,(T(s))
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on H(s) és el filtre original prototipus passabaix i Hf(s) és el filtre final una vegada

s’ha realitzat la transformacié freqiencial T(s) .

A continuaci6 es mostren les transformacions freqliencials de passabaix a
passabaix/alt/banda. La resta de transformacions frequencials les podeu trobar a la
plana 647 d'aquest llibre.

Transformacio passabaix a passabaix

Aquesta transformacié no canvia el tipus de filtre (passabaix) perd si les seves
caracteristiques (frequiéncia de tall). La transformacio6 és:

On Q, és la pulsacio de tall del prototipus passabaix original i Q) és la pulsacié de
tall del filtre prototipus passabaix final.

Transformacio passabaix a passaalt

En aquest cas la funcié de mapatge és la seglent:

— Qpr'

N

7(s)

on Q és la pulsacié de tall del prototipus passabaix original i Q) és la pulsacié de
tall del filtre prototipus passaalt final.

Es pot comprovar que el mapatge fa coincidir exactament els punts caracteristics de
les funcions (pulsacions de tall) i que es tracta d’'un mapatge no lineal de freqiiéncies,
cosa que provoca que es perdi la propietat de linealitat de fase en el resultat final en el
cas que el filtre original la complis.

Transformacio passabaix a passabanda

En aquest cas la funcié de mapatge és la segtient:

s2+Q0,
T(S):st(gz—_I(ZI)

on Q és la pulsacio de tall del prototipus passabaix original i Q, <Q _son les

pulsacions de tall de les bandes inferior i superior del filtre prototipus passabanda final,
respectivament.
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5.6.1. Transformacions freqiiencials en el domini
discret

En el domini discret es pot aplicar la mateixa filosofia per tal de convertir filtres
passabaix en filires passaalt, passabanda o rebutjabanda. En aquest cas la funci6 de

transformacio freqliencial és g(zfl) de forma que:
H, ()=t (g()

on Hi(zfl) és el filtre prototipus passabaix original i Hf(Z_l) és el filtre prototipus final.

La funcié de transformacioé ha de garantir que es mapa l'interior del cercle unitat sobre
si mateix i que també es mapi el cercle unitat sobre si mateix.

Només a titol d’exemple, vegem la funcié de mapatge per convertir un filtre discret
passabaix en un altre passabaix/alt. La resta de transformacions freqliencials les
podeu trobar a la plana 649 d'aquest llibre.

Transformacio passabaix a passabaix

En aquest cas la llei de transformacio és la seglent:

)2t

on 4= sin[(a)p -0, ')/ 2]
sinl(a)p +to, ')/ 2J

i o, i w,' son les pulsacions de tall dels filtres original i final respectivament.

Transformacio passabaix a passaalt

En aquest cas la llei de transformacio és la seglent:

-1
)

_ cos[(a)p - a)p')/Z]

onas cos[(a)p + wp')/Z]

i ®, i o, son les pulsacions de tall dels filtres original i final respectivament.
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RESUM

En aquesta sessié hem acabat d’estudiar les técniques necessaries per poder realitzar
el disseny de filtres digitals a partir de técniques de disseny de filtres analogics. Hem
repassat el disseny d’alguns filtres analogics concrets, i hem vist les transformacions
freqUencials que ens permeten afrontar el disseny d’un filtre discret tipus passabaix,

passaalt, passabanda o rebutjabanda.
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SESSIO 26

Nom: Introduccié als filtres optims i filtres adaptatius.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 1 hores
Dedicacio: 1.5 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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OBJECTIUS

En aquesta sessi6 iniciem I'estudi de tot un conjunt de técniques de disseny de filtres
emmarcades dintre del concepte de filtratge lineal optim i filtratge adaptatiu. Es pretén
presentar els conceptes més importants associats a aquest tipus de filtres aixi com la
justificacio de la seva utilitat en aplicacions reals dintre del camp de processament de
senyal.

CONTINGUTS

En aquesta sessié veurem una introduccié a la teoria de I'estimacio, I'estimacié lineal
optima i I'estimacié mitjangant sistemes adaptatius que permetin realitzar un seguiment
de processos no estacionaris.

6. Filtratge optim i filtres adaptatius

6.1. Introduccio al problema d’estimacio

En aquest capitol iniciem un cami d’estudi dintre d’'un conjunt de técniques de filtratge
amb un plantejament totalment desconegut fins aquest moment. La teoria de la
transformada de Fourier és una teoria util i aplicable en el camp dels senyals
deterministics i fins aquest moment tot el plantejament de disseny i estudi de sistemes
s’ha fet tenint en ment les eines proporcionades per la transformada freqliencial.

Fins aquest moment s’entenia un filtre com un dispositiu capac¢ de particionar I'espai
freqliencial i seleccionar les components de senyal existents en diferents bandes. No
obstant aix0, la majoria de problemes als quals ens hem d’enfrontar en aplicacions
reals es donen en un escenari en qué apareixen els senyals de naturalesa aleatoria i
en qué ens veiem obligats a canviar-ne la descripcid. En aquests entorns un senyal
deixa de ser una forma d’ona que respon fidedignament a una expressié matematica
per passar a ser la realitzacid d’'un procés estocastic que en el millor dels casos
podrem descriure vagament amb la mitjana i la variancia de les variables implicades.
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En aquests escenaris podem continuar aplicant la teoria de Fourier per dissenyar els
filtres que formen part dels sistemes, perd existiran nombroses aplicacions en qué les
caracteristiques estadistiques dels senyal implicats ens permetran realitzar el disseny
d’'uns filtres que funcionen molt millor en aquest tipus d’entorns.

El problema d'estimar un determinat senyal és una aplicaci6 molt comuna en
processament de senyal. El disseny d’'un receptor digital estima els bits rebuts, un
sistema de radar estima la distancia a quée es troba l'objectiu, un sistema de
cancel-lacié de soroll estima el senyal sorollés distorsionant i elimina la seva influéncia
sobre el senyal objectiu, etc... En totes aquestes aplicacions ens enfrontem a un
entorn de senyal de naturalesa aleatoria en qué els conceptes de disseny de filtres i
sistemes en general es pot plantejar dintre d’'un marc de la teoria de I'estimacio.

6.1.1. El concepte de filtratge optim

En un problema d’estimacié sempre podem parlar de I'estimador optim com aquell
estimador que dona el millor resultat dintre de tot el conjunt de possibilitats. En molts
casos ens podem plantejar el problema de disseny de filtres dintre d’'un marc de la
teoria de I'estimacio. El senyal d’entrada representa 'univers o marc de coneixement i
el filtre realitza les operacions necessaries per estimar un determinat senyal de sortida.
No es pot utilitzar la paraula optim sense definir un criteri de mesura que permeti la
quantificacié dels resultats de I'estimador, ja que aquest sera el parametre que ens
marcara les prestacions del sistema. En els casos que nosaltres estudiarem, el criteri
vindra determinat per la variancia d’'un determinat senyal error definit segons el
plantejament del problema.

En un problema de disseny d’un filtre optim no es pretén disposar d’un filtre que tingui
una banda de transicid molt reduida o un filtre que tingui una fase lineal. Els criteris
que ens porten al disseny d’un filtre optim sempre vindran donats en funcié de les
caracteristiques dels senyals implicats, ja que estarem dissenyant el millor filtre
possible segons un determinat criteri per a un determinat entorn de treball. Tots
aquests factors son necessaris de cara al disseny d’aquest tipus de filtres i la seva
desconeixenca ens portara inevitablement al fracas.

En qualsevol cas, si es disposa de la informacid necessaria, el disseny del filtre Optim
ens pot ajudar a netejar senyals d’interferéncies que es trobin dintre de la seva banda,
un problema impossible de plantejar amb les técniques estudiades fins aquest
moment. Evidentment, per poder dur a terme amb éxit un problema d’aquest tipus sera
necessari tenir una caracteritzacié de tots aquests senyals dintre d’un domini que ens
permeti identificar-los i separar-los de forma adequada. Aquesta identificacié es fara
en funcio de les seves caracteristiques estadistiques.

6.1.2. Necessitats dels filtres adaptatius

Un altre problema afegit en moltes aplicacions de processament sén els canvis de les
caracteristiques de I'entorn en funcié del temps. Per tots nosaltres és conegut com un
canal de comunicacions pot variar en funcid del temps (Ex. Canal mobil, canal
ionosféric, etc...) o com el soroll produit per un motor varia en funcio de les revolucions
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a les quals treballa. Davant aquest tipus de problemes el disseny del filtre optim es
complica ja que les caracteristiques dels senyals implicats en I'escenari son
dinamiques i varien en funcioé del temps.

El problema del disseny del filtre optim des d’aquest punt de vista no és abordable si
no disposem d'un sistema capa¢ d’anar estimant les estadistiques dels senyals
implicats i adaptar el disseny del sistema de forma progressiva fent les correccions
pertinents. Aquesta és la idea que hi ha en el rerefons d’un filtre adaptatiu. Si les
condicions de treball ens permeten la possibilitat d’enfocar el problema des d’aquesta
oOptica, no només estarem donant la millor solucié possible sind6 que a més l'anirem
recalculant adaptant-nos als canvis d’entorn oferint la millor solucié possible a cada
instant de temps.

Els filtres adaptatius no sén la solucié universal ja que no sempre s’estara en
condicions de plantejar el problema d’aquesta forma, i no sempre podrem estimar les
caracteristiques dels senyals implicats per poder dissenyar un sistema d’aquest tipus
perd en el cas que aixd sigui possible, ofereixen una solucié excel-lent a moltes
aplicacions de processament de senyal.

Una introduccio als conceptes presentats aqui la teniu sintetitzada en els apunts de
processament de senyal, capitol de filtres adaptatius a I'apartat 1.

6.1.3. Estimacio Lineal i no Lineal

En aquest apartat es pretén realitzar una breu descripcié dels diferents tipus
d’estimadors que podem trobar a la bibliografia aixi com la descripcié genérica del
concepte d’estimador. En un problema genéric d’estimacié d’un determinat senyal o
parametre es pretén donar una bona aproximacio al valor de la variable objectiu en
funcié d’un conjunt de mesures d’altres variables a partir de les quals es fa I'estimacio.
La bondat del procés d’estimacié vindra determinada per la qualitat de les mesuresi la
relacié que aquestes tinguin amb la variable objectiu. Aquest concepte el teniu descrit
als apunts de processament de senyal a I'apartat 2.1 del capitol de filtres adaptatius.

Estimadors no lineals

Els estimadors no lineals sén aquells que realitzen el procés d’estimacioé del senyal
objectiu amb operacions no lineals de les variables d’entrada. Entre aquest tipus
d’estimadors existeixen alguns de ben coneguts a la bibliografia com ara el Maximum
a Posteriori (MAP), I'estimador de maxima versemblanga (ML) o un de més conegut
com ara el Mean Square (MS). L'objectiu d’aquest curs no és profunditzar en aquest
tipus d’estimadors sin6 simplement remarcar-ne l'existéncia. Aquests estimadors
funcionen tant millor en funci6 de com la descripcid probabilistica de les variables
s’ajusta a la realitat. No sempre resulta facil obtenir la funcié d’estimacid segons
aquests criteris i dificilment és aplicable en problemes de disseny de sistemes.
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Estimador LMS

L’estimacio LMS (Least Mean Square) és una metodologia d’estimacio de gran utilitat
en el cas de senyals i sistemes discrets. L'estimador LMS es dissenya com aquell
estimador lineal de les variables d’entrada que déna com a resultat I'error quadratic
mitjd minim de tots el possibles estimadors. Entre els avantatges subjacents a aquest
estimador podem citar les seglents:

1.- El procés doptimitzacié és matematicament tractable de forma senzilla ja que
passa per la minimitzacié d’'una funcié quadratica facilment derivable. D’altra banda,
aquest procés esta associat a un concepte fisic com ara la minimitzacié de la poténcia
del senyal error.

2.- L’estimador és lineal cosa que permet el tractament de tota la teoria de senyals i
sistemes discrets.

3.- L'obtencié de I'estimador LMS només requereix una descripcié dels moments de
primer i segon ordre de les variables implicades en el procés, no essent necessari el
coneixement de les PDFs de les variables aleatories i essent suficient el coneixement
del valor mitja, les variancies i les funcions de correlacié de les variables implicades,
parametres facilment estimables en funcié de les dades del senyal.

Una descripcié d’aquests conceptes la podem trobar als apunts de processament de
senyal, capitol de filtratge adaptatiu, apartat 2.1.

RESUM

En aquesta sessié hem introduit els conceptes basics de la teoria de I'estimacio i hem
preparat el cami per entrar de ple en els conceptes d’estimacio lineal 6ptima que seran
tractats a la propera sessid. No és necessari assolir un coneixement profund dels
estimadors no lineals ni de les seves caracteristiques, pero si que convé com a minim
presentar-los breument i ser conscients de la seva existéncia i de les seves bones
prestacions en altre tipus d’aplicacions. No obstant aixd, en el camp dels senyals i
sistemes discrets treballarem amb estimadors lineals i I'estimador LMS s’adapta
perfectament oferint solucions extraordinaries en un ampli conjunt d’aplicacions.
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SESSIO 27

Nom: L’estimador Lineal Optim LMS
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 03 hores
Dedicacio: 4.5 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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PRECEDENTS

A la sessio anterior varem descriure breument els conceptes de la teoria de I'estimacié
per situar el problema de filtratge optim. Es van veure els diferents tipus d’estimadors
coneguts i finalment es va presentar I'estimador LMS (Least Mean Square) en el qual
ens centrarem durant tota la resta del capitol de filtratge adaptatiu.

OBJECTIUS

En aquesta sessio es definiran els conceptes basics del filtre lineal optim o filtre de
Wienner en aplicacions de tractament del senyal. Presentarem les seves principals
caracteristiques com a estimador LMS aixi com altres conceptes addicionals com la
funcié a minimitzar i el procés de resolucié de I'estimador optim.

CONTINGUTS

En aquesta sessio entrarem a estudiar amb detall el problema de I'estimacio lineal
optima basada en I'us d’un filtre F.I.R. Definirem una funcio objectiu o funcié de cost la
minimitzacié de la qual servira com a criteri de disseny del filtre. S’introdueix la notacio
vectorial, la qual facilita tant la nomenclatura com el calcul posterior. Veurem també el
principi d’ortogonalitat com una altra forma d’interpretacié del resultat del procés
d’optimitzacié dels coeficients del filtre.

6.2. Estimacio Lineal Optima. El filtre Wienner

En aquest apartat comencarem a desenvolupar els conceptes associats al filire de
Wienner o filtre lineal optim. El filire de Wienner és un filtre lineal que resol el problema
de I'estimador lineal optim segons el criteri LMS de tal forma que realitza el disseny
d’'un filtre lineal que minimitza la poténcia d’'un determinat senyal error. El senyal error
es defineix com la diferéncia entre el senyal de sortida del filtre i un senyal de
referéncia conegut pel sistema.

Atés que estem treballant en el domini de senyals temporals haurem de veure aquests
com realitzacions d’'un procés estocastic. Segons aquesta perspectiva la mostra del
senyal a cada instant de temps és una variable aleatoria amb una determinada funcio
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densitat de probabilitat. La caracteritzacid complerta d’'un procés estocastic vindra
donada pel coneixement de totes les variables aleatories implicades aixi com la relacié
existent entre totes elles. D’aqui es pot deduir que aquest procés sera dificilment
tractable sense imposar algunes restriccions sobre els senyals amb qué treballem.

El filtre de Wienner realitza una combinacié lineal de les variables d’entrada
ponderades amb la seva resposta impulsional, i esta dissenyat especificament per
minimitzar la poténcia del senyal error existent entre el senyal de sortida i un
determinat senyal de referéncia. En funcié de la relacié entre el senyal d’entrada al
filtre i el senyal de referéncia es pot parlar de problemes d’allisament (smoothing),
filtratge o prediccié. Una descripcio de tots aquests conceptes la tenim als apunts de
processament, capitol de filtres adaptatius, apartat 2.2.

Nomenclatura

Abans de comencar a definir el procés de disseny i el plantejament matematic del filtre
de Wienner convé determinar la nomenclatura que es fara servir. Aquest factor és
important ja que la representacidé vectorial del filire de Wienner permet plantejar
interpretacions geométriques del problema que sempre sén aclaridores i faciliten la
comprensio i I'estudi.

El problema de filtratge lineal pot representar-se segons una operacié de producte
escalar de la seguent forma:

p=h"%
y=3ln]  e=en]
x[n] h[0]
s x[n.— 1] i h[l]
x[n— k] hlk]
¥ = 3]

€s un vector amb el conjugat de la resposta impulsional del filtre i ()H és 'operador
hermitic (transposicid i conjugacio de les components del vector), i

X= [x[n],x[n - 1],. ..,x[n - k]]T
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és un vector que conté tota la memoria de les mostres del senyal d’entrada que hi ha
dins del filtre.

D’aquestes expressions s’observa com la memoria del filtre en un instant n ve
representada per un vector x i com la resposta impulsional també té una representacio

vectorial. Segons aquesta nomenclatura, el senyal estimat j = L' % és simplement el

producte escalar entre la resposta impulsional i la memoria del sistema en aquell
instant de temps.

Aquesta interpretacié dona una visio interessant aplicable al filtratge lineal segons la

qual els filtres presenten guanys elevats a aquelles freqliéncies que s’assemblen a la
resposta impulsional tal i com s’havia comentat en algun capitol anterior.

Caracteristiques de la funcié de cost

Tot procés d’optimitzacié requereix un criteri de mesura per comparar i determinar
quina de les possibles solucions al sistema és la millor. En el cas del filtre de Wienner
la funcié de cost emprada o el criteri d’optimitat, la minimitzacié del qual ens portara a
la solucio optima, és I'error quadratic mitja del senyal error definit segons:

Ee] = E[(y—fz “i\y-i ”fﬂ

MIN

y=y[n]

és el senyal objectiu que es desitja que el filtre estimi de forma lineal a partir del senyal
d’entrada.

En aquesta expressio s’ha representat la funcié de cost fent Us de la representacié
vectorial cosa que facilita la representacio i el posterior procés d’optimitzacié. Aquesta
funcié de cost presenta algunes caracteristiques que val la pena remarcar ja que
incideixen notablement en les caracteristiques i propietats del filtre dissenyat. Per
comencar podem veure que es tracta d’'una funcié quadratica i com a tal tindra un Unic
minim absolut que sera la solucié del filtre de Wienner. D’altra banda, donades les
seves caracteristiques de funcié quadratica sera facilment derivable i la solucié
s’obtindra amb la resolucié d’'un sistema d’equacions lineals, cosa que simplifica
notablement el problema.

Procés de disseny del filtre de Wienner

El procés de disseny del filtre de Wienner passa per la minimitzacié de la funcié de
cost. Es tracta d’'un problema multidimensional en qué el nombre de graus de llibertat
dependra de l'ordre del filtre en qlestid. A priori, podem veure que es tracta d’'un
procés llarg i tedidés, perd la representacid vectorial del problema simplifica
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sensiblement el procediment i permet arribar a una expressio tancada en forma de
sistema d’equacions lineal.

Un factor important a remarcar en aquest concepte és que el filtre dissenyat segons
aquest criteri és el millor de tots els possibles, perd en cap moment vol dir que sigui un
filtre de bones prestacions, tot dependra de les caracteristiques dels senyals implicats i
la relacié d’aquest amb el senyal objectiu.

Un desenvolupament del procés d’optimitzacid del filire de Wienner el podem trobar
als apunts de tractament del senyal, capitol de filtratge adaptatiu, apartat 2.2 . Aquest

desenvolupament ens porta a una solucié del tipus ry_x: walopt on el vector ’”y_x és el

vector de correlacié creuada i R, la matriu de correlacié de les variables d’entrada.

Per poder arribar a aquesta conclusié es considera que els processos estocastics
implicats so6n processos estacionaris en sentit ampli, és a dir, que els seus valors
mitjans son constants en el temps i que les funcions de correlaci6 només depenen de
la distancia temporal entre variables. Si a més soén ergodics, I'estimacié del vector de
correlacio creuada i de la matriu d’autocorrelacié es podra realitzar en funcié del calcul
de mitjanes temporals.

Si analitzem amb detall la conclusié a qué arribem, podem observar que el vector ’”y_x

té una importancia vital en les prestacions del filtre resultant. Aquest vector mesura la
similitud de la variable objectiu y[n] amb totes i cadascuna de les variables de la
memoria del filtre. A més similitud existeixi més fiable sera el resultat de I'estimacio i

meés petita sera la potencia de l'error. D'altra banda, la matriu d’autocorrelacié R_

mesura la informaci® mutua que porten les variables de l'espai d’estimacié i la
resolucié del sistema s’encarrega d’eliminar la informacié creuada i donar el resultat
optim.

Cal insistir en aquest concepte ja que és vital per a I'enteniment dels conceptes
associats al filtre de Wienner ja que si les variables de I'espai d’estimacid estan
fortament correlades, la informacioé que aporten al sistema és practicament la mateixa i
la resolucié del sistema d’equacions s’haura d’encarregar de cancellar-la i quedar-se
només amb la informacié nova que aporta cada variable.

6.2.1. Principi d’ortogonalitat

El problema d’estimacio plantejat en I'apartat anterior aixi com la resolucié del sistema
d’equacions formen part del métode formal per obtenir el filtre optim o filtre de
Wienner. En qualsevol cas, existeix la possibilitat de plantejar el problema en termes
geometrics i aquest nou plantejament ens ajudara a entendre els conceptes
relacionats amb la teoria de I'estimacié aixi com a simplificar-nos el procés de calcul
de les equacions del sistema, evitant tot procés de derivacio i aplicant simplement
conceptes geométrics.
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Espai de variables aleatories o espai de Hilbert

En el problema del filtratge lineal, donades les caracteristiques de la funci6 de cost, les
variables aleatories implicades en el procés d’estimaci6 només requereixen estar
caracteritzades fins als seus moments de segon ordre, ja que son els termes que
intervenen en el sistema d’equacions a resoldre. Si en aquest espai de variables
aleatdries estem en condicions de definir operacions de combinacions lineals (com és
el cas) i podem definir un producte escalar ben definit, aquest espai tindra el
comportament d’'un espai de Hilbert.

La caracteritzacié del problema des d’aquest punt de vista permet I'aplicaciéo de
conceptes geomeétrics i la interpretacié dels mateixos per a la comprensio i resolucio
del problema. En aquest cas, el producte escalar definit és I'operador de correlacio
creuada

(x,Y)=E[xY]

Aquest operador es pot demostrar que compleix totes les propietats d’un producte
escalar ben definit de tal forma que permetra parlar dels conceptes d’ortogonalitat,
norma de vectors i qualsevol interpretaci6 geométrica relacionada. La definicié del
problema en aquests termes simplifica enormement el procés de disseny del filtre de
Wienner.

Coeficient de Projeccio

Un dels conceptes més importants en la interpretacié geomeétrica és la projeccié d’'un
vector sobre un subespai determinat. Als apunts de processament (Capitol de Filtres
adaptatius, apartat 2.3), podeu ftrobar una representaci6 geométrica d’aquest

problema. Si volem calcular la projeccié d’'un vector ; sobre el subespai engendrat pel
vector x sera necessari definir un concepte de mesura que permeti quantificar I'error
que s’estda cometent. En conceptes geometrics la projeccié es calcula normalment

minimitzant el modul del vector error (normalment definit segons el producte escalar
existent).

La millor projeccié segons aquest criteri es calcula segons els coeficients de projeccio,
definit com aquell coeficient de la combinacio lineal que déna la millor aproximacio del

vector ; . Aquest concepte queda clarament representat als apunts.

El coeficient de projeccio es defineix segons
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Aquest coeficient té especial interés i el seu sentit geométric, el coeficient de la
combinacio sera proporcional al producte escalar entre ; i x, és a dir, com més
similitud o colinealitat existeixi entre els dos vectors més gran sera el coeficient, i
d’altra banda, també sera inversament proporcional al modul del vector x , ja que com

més gran sigui X menor haura de ser el coeficient que el ponderi.

En l'espai de Hilbert definit per les variables aleatories, simplement cal definir el
producte escalar en termes de la funcié de correlacié quedant aquest

— ryx
aopt -
Fix

essent la interpretacid geomeétrica exactament la mateixa. Com més similitud
estadistica existeixi entre ambdds vectors més gran sera el coeficient i millor sera la
projeccio.

Sistema d’equacions normals

El procediment d’optimitzacio i derivacié parcial necessari per plantejar les equacions
del sistema ens porta a un sistema d’equacions que té una significativa interpretacio
geomeétrica. Als apunts de processament (Capitol de Filtres adaptatius, apartat 2.3),
podeu trobar el desenvolupament matematic i la interessant conclusié a qué s’arriba
que dona lloc al conegut principi d’ortogonalitat i al sistema d’equacions normals.

Tal i com es desprén del desenvolupament, els coeficients optims del filtre els tenim
quan el vector error és ortogonal al subespai sobre el qual projectem. Aix0 és el mateix
que afirmar que el vector error és ortogonal a tots els vectors amb qué fem
I'aproximacio de forma simultania, donant lloc al conegut sistema d’equacions del filtre
de Wienner. L'espai sobre el qual projectem en aquest cas esta format per les
variables d’entrada al filtre [x[n] x[n—l] x[n—N+1]] i la solucié optima la

tindrem quan el vector error sigui ortogonal de forma simultania a tots i cadascun
d’'aquests vectors d’entrada. Aquest desenvolupament el teniu als apunts de
processament (Capitol de Filtres adaptatius, apartat 2.3) . En aquest apartat podeu
trobar el desenvolupament matematic aixi com les conclusions i punts més importants
a remarcar sobre el problema del filtre de Wienner i la seva interpretacié geométrica.
Finalment també disposeu d’'un exemple practic d’aplicacié de tots aquests conceptes.

RESUM

En aquesta sessié s’han presentat els conceptes associats a la teoria del filtre de
Wienner de durada finita. Hem obtingut el sistema d’equacions a resoldre des d’un
punt de vista purament matematic i posteriorment hem arribat a la mateixa conclusio
amb una interpretacié geométrica molt més didactica i entenedora. Tots aquests
conceptes ens han portat finalment a l'analisi d’'un exemple practic aixi com dels
diferents resultats obtinguts.
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SESSIO 28

Nom: Generalitzacié del Filtre de Wienner i introduccié al filtratge adaptatiu.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacioé: 2 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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PRECEDENTS

A l'anterior sessié varem estudiar en profunditat I'estimacio lineal dptima mitjangant un
filtre de resposta impulsional finita.

OBJECTIUS

Un cop analitzades les caracteristiques basiques del filtre de Wienner aixi com la seva
interpretacié geométrica, I'objectiu d’aquesta sessié és generalitzar aquests conceptes
al cas del filtre I.I.R. i al predictor lineal. Finalment, introduirem els conceptes previs al
filtratge adaptatiu i presentarem els diferents tipus de filtres que podem trobar.

CONTINGUTS

En aquesta sessi6é veurem com podem generalitzar el procés d’estimacio lineal fet fins
ara amb filtres F.I.R. per a fer-ho amb filtres del tipus I.I.R. Veurem també el predictor
lineal com un exemple d’estimador lineal optim, i introduirem els conceptes lligats al
filtrat adapatiu.

6.2.2. Generalitzacio del filtre de Wienner

Els filtres Optims presentats en la sessid anterior corresponen al filire de resposta
impulsional finita F.I.R. En aquest apartat analitzarem les possibilitats de disseny que
ofereixen les técniques en el domini transformat en el disseny de filtres |.I.R.

El disseny d’un filtre optim de resposta impulsional infinita implicaria la resolucié d’'un
sistema d’equacions de dimensié infinita, quelcom totalment inviable des d’un punt de
vista numeric. No obstant aix0, aquest sistema d’equacions pot ser resolt aplicant
técniques en el domini transformat com ara la transformada Z, i podem arribar a
obtenir una solucié tancada de la funcié de transferéncia del filtre en questio. Aquest
capitol no es de gran importancia en el temari i simplement pretenem tenir una
lleugera visié de la seva existéncia. Una descripcio dels processos implicats en aquest
desenvolupament el teniu als apunts de Processament, capitol de filtres adaptatius a
lapartat 2.4. Només cal que revisem aquests conceptes per sobre sense entrar en
gaire detall sobre el seu desenvolupament.
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6.2.3. El predictor lineal

En aquest apartat analitzarem el disseny del predictor lineal i les diferéncies respecte
al disseny del filtre de Wienner convencional. El cas del predictor lineal no és més que

un cas particular on el senyal objectiu o de referéncia ; €s una versio avangada del
senyal x[n] Aixo simplement provoca uns petits canvis en el sistema d’equacions que

s’analitzaran a continuacio.

Sistema d’equacions del predictor

En el procediment de disseny d’'un predictor lineal el plantejament del problema és
lleugerament diferent, en aquest cas el senyal de referéncia o senyal objectiu
y[n]zx[n+k] . Per al calcul de les equacions del predictor i del nou sistema
d’equacions es pot recérrer al conegut principi d’ortogonalitat. L’aplicacié del principi
d’ortogonalitat sobre el predictor només provoca variacions en el vector de termes
independents del sistema d’equacions que passa a ser un vector de correlacié creuada
a un vector d’autocorrelacié desplacat. Aquest fet el podem trobar als apunts de
processament, capitol de filtres adaptatius, apartat 2.5.

6.3. Introduccio als filtres adaptatius

Els conceptes estudiats en I'estudi del filtre de Wienner permeten el disseny del filtre
optim estatic, suposant unes condicions d’estacionarietat en els processos implicats en
I'aplicacio. El procés de disseny del filtre estatic presenta certs problemes, ja que la
matriu de correlacio i el vector de correlacié creuada han de ser estimats segons algun
meétode. La resolucioé d’aquest problema pot passar per un processament per blocs, util
en algunes aplicacions, o d’altra banda, fent us d’'un processament adaptatiu.

D’altra banda, existeixen tot un conjunt d’aplicacions on no es pot garantir
I'estacionarietat dels senyals implicats (Ex. Soroll d’'un motor). En aquests casos,
donades les variacions que es van donant en els diferents senyals implicats, és
necessari recorrer a procediments adaptatius per anar-nos adaptant continuament a la
realitat de I'entorn canviant.

Estructura d’un sistema adaptatiu

Un sistema adaptatiu s’ha de generar segons una estructura que permeti al sistema la
identificacié de les caracteristiques dels senyals de I'aplicacié i anar aprenent de forma
gradual els seus canvis per adaptar-se i convergir cap a la solucid6 més oOptima.
Existeixen diferents estructures que es poden utilitzar per implementar un sistema
adaptatiu. En els apunts de processament (apartat 3.1), teniu una descripcié de les
caracteristiques d’'un sistema adaptatiu.
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En un sistema d’aquestes caracteristiques l'algorisme de control detectara els canvis
en I'entorn en funcié de I'analisi del senyal error, i activara un procediment d’adaptacio
sobre els coeficients del filtre mirant de reduir la poténcia del senyal error.

Es important remarcar la necessitat del coneixement del senyal de referéncia y[n] per
al correcte funcionament del sistema, ja que sense aquesta referéncia no es possible
dur a terme I'aprenentatge. No obstant aixd, existeixen técniques cegues, és a dir,
técniques que no necessiten d’aquest senyal de referéncia, perd que si que
requereixen del coneixement de certes restriccions sobre alguns parametres del
senyal per poder convergir (Ex. senyals de poténcia constant o de modul constant).

Parametres de qualitat d'un filtre adaptatiu

Els filtres adaptatius son sistemes amb capacitat d’adaptar-se als canvis de I'entorn.
Existeixen diferents técniques de filtres adaptatius i tots normalment persegueixen el
mateix objectiu, convergir cap a la solucié optima. Quins sén el parametres que
controlen les prestacions d'un sistema adaptatiu? Si tots els sistemes busquen un
objectiu similar ha d’existir alguna raé per a I'existéncia dels diferents métodes. Els
algorismes adaptatius normalment es comparen segons tres parametres:

1.- Velocitat de convergéncia.
2.- Cost computacional.
3.-Robustesa (front al soroll, etc.) i estabilitat

La velocitat de convergéncia és el temps que requereix el sistema per adaptar-se a un
canvi en I'entorn i arribar a la nova solucié optima. Aquest parametre és molt important
ja que representa la capacitat de seguiment a variacions que presenta l'algorisme.
Veurem més endavant que la velocitat pot dependre dels senyals implicats en el
procés aixi com de la seva representacié. Si el senyal d’entrada esta altament correlat
el sistema sera lent ja que li costara discernir la informacié nova que aporta el senyal
d’entrada. No obstant aix0, si les variables de I'entrada s’ortogonalitzen, el sistema
veura més clarament la informacié i li sera més facil trobar el cami que el porta a la
solucié optima. En sessions posteriors repassarem amb detall aquest concepte.

Un altre parametre d’interés és el cost computacional, és a dir, el nombre d’operacions
a realitzar per dur a terme el procés d’adaptacido. Aquest sera un altre procés
fonamental en I'estudi de filtres adaptatius. Finalment, I'estabilitat del métode sera un
parametre que haurem d’estudiar per analitzar la validesa de I'algorisme estudiat.

RESUM

En aquesta sessio hem presentat els conceptes més interessants sobre la
generalitzacié del filtre de Wienner. Hem demostrat la possibilitat de plantejar el
disseny d'un filtre adaptatiu de resposta impulsional infinita i la relaci6 amb els
conceptes de projeccié ortogonal. D’altra banda, també hem vist les caracteristiques
del predictor lineal, els petits canvis en les equacions del sistema i el plantejament del
mateix seguint els criteris del filtratge optim. Finalment, s’ha presentat una introduccio
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als sistemes adaptatius aixi com les caracteristiques més interessants que aquests
presenten i que s’analitzaran en futures sessions.
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SESSIO 29

Nom: El métode LMS
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 3 hores
Dedicacio: 4 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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PRECEDENTS

A l'anterior sessi6 varem estudiar la generalitzacié del filtre de Wienner a un filtre del
tipus LLR., el predictor lineal, i alguns conceptes clau sobre el tema del filtratge
adaptatiu.

OBJECTIUS

En aquesta sessio estudiarem el meéetode LMS (Least Mean Square) i la seva
estructura de filtre adaptatiu. Tractarem tots els punts fonamentals d’estudi d’aquest
meétode ja que aquest determinara la base per la presentacié d’altres métodes que
estudiarem més endavant.

CONTINGUTS

En aquesta sessio estudiarem amb detall un dels metodes adaptatius més populars
per la seva senzillesa de calcul i eficacia en certes aplicacions: el métode LMS.
Estudiarem la superficie d’error, el métode del gradient descendent, la seva
convergéncia, el métode LMS i formes d’accelerar la seva convergéncia.

6.3.1. El métode LMS (Least Mean Square)

En aquest apartat estudiarem en detall les caracteristiques fonamentals del métode
LMS. Aquest métode és de gran senzillesa i presenta un cost computacional infim
comparat amb altres métodes adaptatius. No obstant aixd, el gran problema que
presenta és la seva lenta velocitat de convergéncia.

Estudiarem en detall les caracteristiques del problema, I'analisi de la funcié error i la
proposta de l'algorisme del gradient per a la resolucié d’aquest problema. Finalment
analitzarem la implementacio de la versié adaptativa que ens porta a I'algorisme final.
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Analisi de la superficie d’error

El métode LMS basa la seva versié adaptativa en la morfologia de la superficie d’error
generada en el filire de Wienner. Recordem que el filtratge lineal optim o filtre de
Wienner consisteix a determinar els coeficients del filtre lineal que minimitza la funcié

J = E[{)-50n]F] = Ele’tn]

és a dir, la minimitzacio de la poténcia del senyal error.

Si estudiem amb detall les caracteristiques morfoldgiques d’aquesta funcié error
veurem que podem plantejar un procés de minimitzacio iteratiu senzill que ens portaria
al minim de la funcié. Als apunts de tractament del senyal (Apartat 3.2 del capitol del
filtres adaptatius), podeu trobar una sintesi del procés de generacié de la superficie
error que cal estudiar amb detall.

El resultat d’aquest estudi és que la superficie error és una funcié quadratica amb un
Unic minim absolut. En el cas de dimensié dos, un cas que permet interpretacio
geomeétrica, la superficie quadratica presenta talls en forma del-lipses, on les
direccions dels eixos de les mateixes sén les dels autovectors de la matriu de
correlacio, i I'excentricitat depén de forma proporcional als autovalors. La forma
d’aquesta superficie canvia en funcid de les caracteristiques de correlacido dels
senyals, essent tan més critica com més correlat estigui el senyal a I'entrada del
sistema x[n].

Meétode del gradient

L’estructura morfoldgica de la superficie d’error permet I'aplicacié de técniques
d’aproximacions successives com ara el conegut métode del gradient. Recordem que
el métode del gradient és un métode matematic que detecta la maxima pendent i mou
la solucié en el sentit contrari mirant d’assolir el valor minim. Les caracteristiques de la
superficie d’error permeten un calcul senzill de l'expressiéo del gradient, i una
possibilitat per implementar el métode és aplicar la seguent expressio:

h[n+1)=hln]+ ul7, - Ri[n))
VJ = —2(@ —Rh [n])

L’algorisme realitza correccions en sentit contrari al vector gradient i assoleix el valor
optim segons un métode d’aproximacions successives. El gradient esta ponderat amb

una constant # que fa que els increments es facin a passos prou petits per evitar la
divergéncia del métode.

No obstant aix0, la implementacié del métode del gradient de forma directa no té gaire
aplicacié a solucions reals. El calcul del vector gradient implica el calcul dels vectors
de correlacié creuada i autocorrelacio de les sequéncies implicades. Si aquests
vectors son estimats directament ens podriem plantejar la resolucié segons el métode
directe. No obstant aixd, veurem que existeixen técniques per evitar aquest calcul i
oferir una situacié adaptativa. Una explicaci6 més exhaustiva de tot aquest
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procediment la podem trobar als apunts de tractament (capitol de filtres adaptatius,
apartat 3.2).

Convergeéencia del metode

El métode del gradient és un métode que convergeix cap a la solucié optima sempre
que el valor del parametre de convergéncia sigui prou petit. Els valors pels quals el
meétode convergira cap a la solucié optima depenen de les caracteristiques de la
superficie de I'error, i aquesta, tal i com hem vist anteriorment, depén de la matriu de
correlacio del senyal d’entrada i del vector de correlacié creuada. L’analisi de la
convergéncia del métode és fonamental per poder realitzar el disseny de I'algorisme
adaptatiu aixi com per extreure informacié sobre la velocitat de convergéncia.

Un valor petit de la constant ,; provoca una convergéncia lenta pero I'algorisme és

molt estable, d’altra banda, un valor gran accelerara el métode perd el pot fer divergir.
Les caracteristiques de la superficie d’error depenen dels autovalors i autovectors de
la matriu de correlacié. L’estudi el teniu desenvolupat als apunts de tractament del
senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.2) . En aquest apartat trobarem un estudi
detallat de la convergéncia i com afecten els autovalors al disseny de la constant de
convergencia.

El metode LMS

En aquest apartat entrarem propiament en I'analisi de la versié adaptativa del métode
del gradient. El principal problema del métode del gradient és que requereix I'estimacié
del vector de correlacié creuada i de la matriu de correlacié per estimar el vector
gradient. Si aquesta estimacié s’ha de realitzar podriem plantejar-nos directament la
solucié del sistema i I'obtencié del valor optim. Una possibilitat és realitzar una
estimacié estadistica senzilla del vector gradient que eviti la necessitat d’'un
processament per blocs i que ens porti cap a la solucié adaptativa. L'estimacio més
senzilla que podem fer del vector gradient és realitzar I'estimacio del valor esperat amb
I'estimacid instantania del valor actual. Aquest estimador no és gaire bo, perd jugant
amb la teoria probabilistica, les estimacions efectuades ens indicaran la direccio
correcta en promig, i I'algorisme finalment assolira el valor optim. En els apunts de
tractament del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.2) podem trobar una
descripcio del desenvolupament del métode LMS.

Acceleracio del metode LMS

Un dels principals problemes del métode LMS és la velocitat de convergéncia. La
superficie de convergéncia és quadratica i depén directament de les caracteristiques
dels senyals implicats. Quan els senyals d’entrada estan molt correlats existeixen
direccions de gran pendent i direccions de pendent més baix. Atés que el métode ha
de funcionar en totes les direccions aix0 restringeix el valor de la constant 4 i aixo

condiciona la convergéncia de I'algorisme.

Es pot demostrar que si apliquéssim una transformacié del vector gradient amb una
matriu definida positiva es podria arribar a accelerar el métode de forma notable.

163



LaSaIIe%nLine
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

L’acceleracié seria maxima si la matriu és la inversa de la matriu de correlacio, ja que
en aquest cas la convergéncia es donaria en una Unica iteracié. Aixd no es viable des
del punt de vista d'implementacié ja que implicaria el coneixement de la matriu, pero si
que obre un cami cap a un conjunt de sistemes adaptatius de gran velocitat de
convergéncia. Tots aquests metodes tenen en comu la decorrelacié de les variables
d’entrada. Aquesta decorrelacié desacobla la informacié mutua i dota els algorismes
d’'una velocitat d’adaptacié molt més elevada ja que identifiquen millor les direccions
de convergencia. Aquest desenvolupament el tenim en els apunts de tractament del
senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.2).

RESUM

En aquesta sessié hem estudiat el métode LMS. Hem pogut veure que es tracta d'un
meétode derivat del conegut métode del gradient i que es basa en la morfologia de la
superficie de I'error. Una estimacio estadistica senzilla en funcié de l'instant actual dels
senyals implicats facilita la implementaci6 d’'un meétode que destaca per la seva
senzillesa i flexibilitat. Finalment, hem vist una orientacié cap a algorismes adaptatius
que accelerin la convergéncia del métode, ja que aquest és el punt debil de I'algorisme
LMS.
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SESSIO 30

Nom: Processadors de Gram Schmidt i estructura Lattice
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2.5 hores
Dedicacio: 4 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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PRECEDENTS

A I'anterior sessioé varem veure el métode LMS, la seva derivacio i les caracteristiques
meés importants d’aquest com a algoritme adapatiu util per a I'estimacio lineal optima
de sistemes que tenen variacions temporals.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 estudiarem els processadors de Gram Schmidt i I'estructura Lattice
com a meétodes d'implementacié de filtres adaptatius que acceleren notablement la
velocitat de convergéncia comparada amb el métode LMS. Veurem que ambdods
meétodes basen les seves prestacions en 'ortogonalitzacié de les dades d’entrada i en
I'aplicacio de diferents velocitats de convergéncia sobre cadascuna de les direccions
obtingudes.

CONTINGUTS

En aquesta sessio estudiarem els processadors de Gram Schmidt i les estructures
Lattice com a eines per ortogonalitzar senyals que estiguin fortament correlats.

6.3.2. Processadors de Gram Schmidt

El métode d’ortogonalitzacié de Gram Schmidt és un métode ampliament conegut en
el camp de l'algebra lineal. En el tractament del filtre de Wienner hem tractat els
senyals com a processos aleatoris que formen un espai de Hilbert. La definicié d’un
producte escalar (funcié de correlacio) i la interpretacié de les variables aleatdries com
a vectors dintre d’'un espai vectorial facilita I'aplicacié de conceptes geometrics en el
disseny de les estructures dels filtres adaptatius.

El gran avantatge d’'una base ortogonal de vectors és que la projecciéo de qualsevol
vector sobre el subespai que la base genera s’aconsegueix directament projectant
sobre els diferents vectors de forma independent i sumant les contribucions. Aquest fet
es dona perqué en aquest cas els vectors representen informacié totalment
independent, i I'estimacio del vector final s’obté sumant la contribucié de les diferents
informacions del vector de la base.
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Ortogonalitzacio de les variables de I'espai d’entrada

Els processadors de Gram Schmidt tenen una primera etapa que genera una base
ortogonal representativa de I'espai d’entrada. Aquesta primera etapa decorrela la
informacié mutua continguda en les diferents variables i genera una nova base
representativa de la mateixa informacié perd formada per variables totalment
ortogonals. El procés d’ortogonalitzaci6 de Gram Schmidt és un procés ampliament
conegut en qué a cada vector de la base original se li treu tota projeccié sobre els
elements anteriors de la base. Aquest procés segueix una estructura que podem trobar
descrita als apunts de tractament del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.3).
Els coeficients de I'estructura de Gram Schmidt coincideixen amb els coeficients de
projeccioé descrits en aquest capitol ja que el procediment d’ortogonalitzacié es basa
en els conceptes de projeccié que ja hem vist.

Convergeéencia en el procés d’ortogonalitzacio

Un aspecte important en el procés d’ortogonalitzaci6 de Gram Schmidt és la seva
velocitat de convergéncia, és a dir, la velocitat del sistema per generar la nova base
ortogonal. Aquest estudi és necessari ja que el sistema no estara en condicions de
realitzar I'estimacié de la variable objectiu mentre que no es generi la nova base
ortogonal.

El gran avantatge en el procés de convergéncia és que la base ortogonal independitza
les components dels diferents vectors implicats, evitant la interferéncia matua que era
el factor que degenerava el comportament en el LMS. El fet que la base es vagi
decorrelant de forma successiva facilita que les constants de convergéncia de les
diferents etapes puguin ser generades de forma independent, de tal forma que el
procés de convergéncia assolira la mateixa velocitat en I'ortogonalitzacié dels diferents
elements de la base. Aquest procediment el tenim explicat en els apunts de tractament
del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.3).

6.3.3. Estructura Lattice

En el apartat anterior hem pogut estudiar el procés d’ortogonalitzacié de Gram Schmidt
com a métode per generar una base ortogonal i accelerar el procés de convergéncia
d'un sistema d’estimacié adaptatiu. En aquest apartat estudiarem l'estructura Lattice.
Aquesta estructura persegueix la generacié d’'una base ortogonal i també realitza una
ortogonalitzaci6 de Gram Schmidt. La gran diferéncia es que aprofita les
caracteristiques d’estacionarietat dels processos implicats per reduir el cost
computacional i compactar I'estructura.

Caracteristiques de l'estructura Lattice

En el cas d’estar dissenyant un filtre adaptatiu en una aplicaci6 amb processos
estacionaris (cas similar al filtre de Wienner), el procés d’ortogonalitzacié realitzat pot
simplificar-se aprofitant les caracteristiques dels processos estacionaris. En aquest
cas, la funcié de correlaci6 només depén de la diferéncia temporal entre variables.
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Aixo vol dir que la similitud de la variable n amb la n-1 és la mateixa que la de n-1 amb
n-2 i de totes les que només estiguin separades un index temporal.

L’aplicacié d’'una estructura de Gram Schmidt sobre un procés estacionari donaria com
a resultat que alguns coeficients de I'estructura convergirien cap al mateix valor, ja que
la correlacié mutua entre variables separades una unitat temporal és la mateixa a tota
I'estructura. Igualment, els coeficients que decorrelen variables separades dos unitats
de temps també seran els mateixos. L’estructura Lattice aprofita aquesta redundancia
temporal per realitzar el calcul de tots aquests coeficients de forma simultania i reduir
I'estructura a un filtre senzill que realitza el mateix procés.

La primera etapa de I'estructura Lattice realitza I'ortogonalitzacio de totes les variables
que estan diferenciades una unitat temporal de forma simultania. La segona etapa
decorrela aquelles que estan diferenciades dos unitats i aixi successivament fins
aconseguir generar la base ortogonal completa. Un esquema de I'estructura el podem
trobar als apunts de tractament del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.4).

D’altra banda, les caracteristiques de simetria de la funcié de correlacié fan que el
procés de calcul dels coeficients de projeccido es faci en funcid de l'error cap a
endavant i I'error cap enrere donant més estabilitat al procés numéric i suavitzant el
comportament del sistema.

Estimacio del senyal objectiu amb I’estructura Lattice

Els procés d'ortogonalitzaci6 de Gram Schmidt o [I'estructura Lattice sé6n dos
procediments per generar una base ortogonal de vectors a l'espai d’entrada. Fins
aquest moment no hem definit com realitzar I'estimacié del senyal objectiu en funcié de
la nova base ortogonal, perd el procediment és notablement més senzill.

El fet de treballar amb una base ortogonal facilita notablement el calcul de I'estimacio,
ja que la combinacié lineal a resoldre passa simplement pel calcul dels coeficients de
projeccié sobre cadascun dels vectors de la base. El procediment és el mateix que
seguiriem en el cas del filtre de Wienner respecte al procés d’estimacid, amb la qual
cosa no es fa necessari tornar a insistir en tots aquests conceptes. El fet que les
variables siguin ortogonals aportara velocitat al sistema i millorara notablement les
caracteristiques del métode. Podem completar aquest estudi estudiant els apunts de
tractament del senyal (Capitol de filtres adaptatius, apartat 3.4).

Un altre avantatge fonamental de I'estructura Lattice és que si per qualsevol motiu hem
de modificar la longitud del filtre, és a dir, augmentar el nombre de coeficients, només
ens caldra afegir una nova etapa que sera totalment independent a les anteriors en la
seva contribucio. Aixo vol dir que el sistema no cal que faci tot el calcul novament del
filtre a dissenyar, sind que només haurem d’actualitzar I'aportacio del coeficient de la
nova etapa. Aquest avantatge també és consequencia de I'is d’'una base ortogonal.

La conclusié que podem extreure de I'estructura Lattice és que ofereix una velocitat de
convergéncia molt elevada comparada amb el LMS amb un cost computacional
relativament reduit. Aixd ens permet situar a I'estructura Lattice com una opcié molt
bona de cara a la implementaci6 de filtres adaptatius.
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RESUM

En aquesta sessié hem pogut estudiar les caracteristiques del processador de Gram
Schmidt i de l'estructura Lattice. EL gran avantatge que aporten aquestes estructures
és l'ortogonalitzacié de la base de I'espai d’entrada decorrelant la seva influéncia
mutua i deixant només I'aportacié nova de cada element de la base. Les equacions
d’adaptacié basades en una base ortogonal permeten una acceleracio en el procés de
convergéncia comparat amb el métode LMS convencional. Aquestes estructures
esdevenen una bona solucié a problemes on la velocitat de convergéncia sigui un
aspecte important de disseny.
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SESSIO 31

Nom: El filtre RLS
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 1.5 hores
Dedicacio: 2.5 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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PRECEDENTS

A I'anterior sessié varem veure les estructures de Gam Schmidt i Lattice com a eines
per obtenir unes prestacions de convergencia millors dels algoritmes adaptatius.

OBJECTIUS

En aquesta sessio analitzarem un nou métode de filtratge adaptatiu de gran velocitat
de convergencia conegut com el métode RLS. Aquest métode és el més rapid que
podem trobar ja que a cada iteracié troba la solucié optima de Wienner. El principal
problema del métode RLS és el seu alt cost computacional que dificulta la seva
implementacié en aplicacions reals.

CONTINGUTS

En aquesta sessi6 analitzarem els objectius del filire RLS, la funcié de cost, el métode
d’iteracié de coeficients i les seves principals caracteristiques.

6.3.4. El filtre RLS

En aquest apartat presentarem el filtre RLS com un métode de filtratge adaptatiu d’alta
velocitat i gran aplicacié a entorns variants en el temps. El filtre RLS computa de forma
iterativa la solucioé optima de Wienner actualitzant la matriu d’autocorrelacié i el vector
de correlacié creuada a mesura que noves dades van entrant al sistema.

Per adaptar l'algorisme a situacions de no estacionarietat, s’aplica un factor de
memoria que limita la finestra d’estimacio de les correlacions implicades en el proceés i
permet la implementacié del métode en entorns adaptatius.

Objectius del metode

L’objectiu del métode RLS és adaptar de forma iterativa la solucié del filire de Wienner,
és a dir, resoldre els coeficients del filtre segons la seglient expressio:
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Com podem extreure de I'expressid anterior, el sistema esta resolent el filire de
Wienner on I'estimacié de la matriu d’autocorrelacié i el vector de correlacié creuada
es realitza mitjangant un promig temporal de les variables implicades. Cal remarcar
dos punts interessants en aquesta implementacio. El primer de tots dos és que a
mesura que incrementa I'index temporal k, el bloc de dades que s'utilitza per fer
'estimacié és més gran, de tal forma que I'estimacié sera més consistent. D’altra

banda, I'estimacié d’aquestes correlacions es realitza amb un factor de memoria A
(valor entre [0 1]) que pondera amb un pes superior les mostres més immediates, i
amb un valor exponencialment decreixent aquelles que es troben més allunyades
temporalment.

Aquest procediment representa la millor solucié possible amb el volum de dades
conegudes fins aquest instant, perd presenta el problema de requerir la resolucié del
sistema a cada nova iteracid6 del métode. Una explicacié d’aquest procediment la
podem veure als apunts de tractament del senyal (Capitol de filires adaptatius, apartat
3.5).

Resolucio iterativa del metode RLS

El principal problema del métode RLS és el gran cost computacional que suposaria la
resolucié del sistema per a cada nova mostra de senyal d’entrada. Evidentment, si no
es trobés un meétode alternatiu que simplifiqués el problema aquest métode no podria
passar del pur desenvolupament teodric ja que la seva implementacio real dificilment
seria realitzable.

No obstant aix0, les particulars caracteristiques de la matriu de correlacié del sistema
(Matriu Hermitica) permet explotar les seves condicions de simetria per actualitzar el
seu valor a cada iteracié en lloc de recalcular-ho. En qualsevol cas, seria molt més
interessant realitzar aquest mateix procediment directament sobre la matriu inversa, ja
que aixi evitariem la resolucio del sistema que és el procés realment lent. L’adaptacié
iterativa de la inversa de la matriu de correlacié i del vector de correlacié creuada
permet resoldre iterativament el sistema per a cada nova mostra realitzant un simple
producte matriu vector.

El desenvolupament de les equacions de la resolucié iterativa de la matriu de
correlacio es basa en el conegut lema de inversié de matrius, perd és un tema que no
cal tractar amb émfasi en aquest curs. Les equacions corresponents a la solucio
iterativa del métode RLS les podem trobar als apunts de tractament del senyal (Capitol
de filtres adaptatius, apartat 3.5).

Caracteristiques del metode RLS

Les caracteristiques fonamentals del métode RLS és I'alta velocitat de convergéncia
del métode ja que a cada iteracié ofereix la solucid optima o solucié de Wienner. El
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sistema requereix un petit nombre d’iteracions per donar una estimacié estadistica
consistent i arribar a una solucié satisfactoria. Comparat amb el métode LMS és molt
més rapid i el temps de convergéncia és quasi independent de les dades rebudes. El
principal problema del métode RLS és el gran cost computacional que comporta la
seva implementacié sobre un sistema real. Existeixen diferents técniques per intentar
aprofitar les caracteristiques de la matriu de correlacié que redueixen significativament
el cost d'implementacié (Fast RLS) perd els algorismes resultants sén inestables
numeéricament.

Es important remarcar també la importancia del factor de memoria. Aquest factor
controla la memoria de l'algorisme. Un factor de memoria proper a la unitat (memoria
elevada) provocara un algorisme estable perd amb poca capacitat d’adaptacié als
canvis en l'entorn. D’altra banda, un factor de memodria més petit accelerara la
capacitat de seguiment perd empitjorara 'estabilitat i fiabilitat de la solucié.

RESUM

En aquesta sessiéo hem estudiat les caracteristiques fonamentals del métode RLS com
a metode adaptatiu per assolir la solucié optima de Wienner. Hem pogut observar la
gran velocitat de convergéncia obtinguda fruit d’'un habil calcul recursiu en la inversa
de la matriu de correlacié i en el vector de correlacié creuada que permet resoldre el
sistema a cada nova iteracio restringint el cost computacional a una cota assolible per
un sistema real. No obstant aixd, el cost computacional del métode RLS és encara
molt superior al LMS i als métodes basats en processadors de Gram Schmidt o la
mateixa estructura Lattice. El coneixement de les caracteristiques i la comparacié dels
diferents métodes és vital de cara a poder plasmar aquest coneixement en el
desenvolupament d’'una aplicacio real.
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SESSIO 32

Nom: El filire de Kalman
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 02 hores
Dedicacio: 04 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1991]
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PRECEDENTS

A l'anterior sessi6 varem estudiar el métode RLS com a un algoritme adaptatiu rapid
perd més costds computacionalment que el métode d’adaptacio LMS.

OBJECTIUS

En aquesta sessido veurem els conceptes basics del filtratge de Kalman. Resulta
evident la dificultat de plasmar un tema tan ampli en una sessié. No obstant aixo,
I'objectiu d’aquest curs no és aprofundir i tractar de forma exhaustiva els conceptes i la
matematica associada al filtratge de Kalman, siné que simplement es pretén presentar
els conceptes basics relacionats i plantejar-los des d’un punt de vista geométric.
Finalment, intentarem relacionar-los amb els tipus de filtres estudiats anteriorment.

CONTINGUTS

En aquesta sessié farem una breu introduccié al model en variables d’estat emprat pel
filtre de Kalman i la filosofia emprada a I'hora d’iterar les equacions del filtre.

6.3.5. El filtre de Kalman

El filtre de Kalman és un procés de filtratge adaptatiu fonamentat en la teoria de
sistemes en variables d’estat. Aquesta és la gran diferéncia de plantejament entre el
fitre de Kalman i la resta de filtres adaptatius estudiats. La flexibilitat del model
matematic presentat fa que el filtre de Kalman sigui de gran utilitat en moltes
aplicacions d’estimacio.

La finalitat del filtratge de Kalman és minimitzar I'error quadratic mitja de l'error
d’estimacié. Com podem veure, I'objectiu del procés de filtratge és el mateix que hem
mirat d’aconseguir amb els meétodes estudiats amb anterioritat. Aquest fet permet
emprar un analisi geométric similar per facilitar la comprensio dels conceptes associats
al filtratge de Kalman.
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Modelatge matematic del problema

El filtratge de Kalman es desenvolupa a partir de les equacions matematiques
seglents

{x(n + 1) = @(n +1, n)x(n)+ 12 (n)
y(n)=Cln)x(n)+v, (n)

=
st - {7

aquestes equacions modelitzen la dinamica del sistema i 'equacié de mesura de les
dades observades, les dues equacions sobre qué es fonamenta el procés de filtratge.
En el problema del filtratge de Kalman es pretén estimar el valor del vector de
parametres x(n) en funcié d’'una seqliéncia de valors mesurats y(n). Per a dur a terme
aquest procés es considera que el sistema té una dinamica representada per la
primera de les equacions. Aquesta equacio representa I'evolucio dels estats en funcio
de dos termes, un que representa la mateixa dinamica del sistema i un altre a
consequéncia d’'un senyal conductor. La segona de les equacions indica la relacio
entre el valor que mesurem i els estats interns, aixi com I'efecte d’'un senyal de soroll
extern (soroll en la mesura). Podeu ampliar aquests conceptes en els apunts de
tractament del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.6).

El procés innovacio

L'objectiu del filtratge de Kalman és trobar un métode recursiu d’estimacié que
actualitzi el seu resultat en funcié de les noves mesures obtingudes en el temps. Per
dur a terme aquest procediment seria desitjable conéixer quina és la informacié nova
de cada mostra mesurada, és a dir, aquella informacié que aporta algun tret diferencial
respecte de la que s’havia mesurat fins linstant anterior. La seqiéncia que
representara aquesta informacié és el procés innovacio.

W)y = fal1). a(2) -+, aln))
on aln)=f,,(n)

El procés innovacié es genera en funcié de les dades mesurades y(n) i correspon
exactament a la base que trobariem si apliquéssim el procediment de Gram Schmidt
per a la generacid6 d’'una base ortogonal. Recordem que en l'aplicacié d’aquest
procediment, a cada variable de I'espai d’entrada se li treia la projeccié sobre el
subespai generat per les anteriors, de tal forma que donava una base formada per
variables totalment incorrelades i ortogonals. L'avantatge del procés innovacié és que
la contribuci6 de cada variable sobre I'estimacio final s’aconsegueix simplement
ponderant-la amb el coeficient de projeccid. Aquest concepte és aplicat en el filtre de
Kalman per aconseguir I'estimacid recursiva del vector objectiu x(n) en funcié dels
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nous valors mesurats. Podeu ampliar aquests conceptes en els apunts de tractament
del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.6).

Procés recursiu d’estimacio del filtratge de Kalman

El gran avantatge del filtratge de Kalman és la seva implementacié recursiva, que el fa
apte per a implementacions sobre programari especific i en aplicacions en temps real.
El procés d’estimacio del filtre de Kalman consta basicament de dos termes totalment
independents que contribueixen a realitzar I'estimacié del vector x(n). Les equacions
que intervenen en el procediment sén les seglents:

fc(n +1y, ) =0(n+1, n)fc(n 7. )+ G(n)a(n)
Gln)= Elx(n+ 1" (n)" (n)
3(n) = Elalla” ()

Les equacions anteriors sintetitzen els aspectes fonamentals del filtratge de Kalman.
La informacié del subespai mesurat (format per les mostres del senyal y(n)) esta

representat per
W, = W) y(2) y(n-1)}

i és la representacio de la informacio obtinguda en el procés de mesura fins l'instant n-
1. Amb aquesta informaci6é podem fer una prediccié del valor del vector de mesura a
instant n+1. Aquesta prediccid es pot realitzar basant-nos en el model dinamic del
sistema, que porta informaciéo sobre I'evolucio dels estats. En qualsevol cas, el
procediment de prediccid basat en la dinamica del sistema no té en compte les
variacions degudes al senyal conductor del model. Aquestes variacions quedaran
reflectides en el procés innovacid, en aquella part de la informacié de la mostra y(n)
que no era predictible en funcid de les mostres anteriors. Aixd provoca que I'estimacio
s’haura de millorar amb el terme corresponent cel procés innovacio, i atés que aquest
és ortogonal al subespai anterior, el coeficient que hem d’aplicar sera simplement el
coeficient de projecciod, tal i com es pot observar en el valor de G(n). Aquest coeficient
no és mes que el coeficient de projeccié del senyal objectiu (x(n)) sobre el procés
innovacio.

En el problema del filtratge de Kalman aquest coeficient s’Tanomena guany de Kalman.
El gran avantatge del filtre de Kalman és que aquest guany es pot calcular de forma
recursiva. No entrarem en detalls sobre el procediment matematic del
desenvolupament ja que no és l'objectiu del curs. En qualsevol cas, als apunts de
tractament del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.6) podeu trobar el
desenvolupament de totes aquestes equacions tot i que no és necessari coneixer-ho
per aquest curs.

Algorisme del filtre de Kalman

Tot el coneixement exposat en els conceptes anteriors queda sintetitzat en I'algorisme
del filtre de Kalman. Aquest algorisme representa el procediment i les equacions que
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caldria implementar en un programari digital per implementar amb éxit I'algorisme. Les
expressions de l'algorisme del filtre de Kalman les teniu sintetitzades als apunts de
tractament del senyal (capitol de filtres adaptatius, apartat 3.6).

6.3.6. Exemples comparatius

En aquest apartat analitzarem uns exemples comparatius dels diferents tipus de filtres
estudiats fins al moment tot extraient conclusions dels resultats obtinguts amb
simulacions sobre el MATLAB. Per fer la comparacié es disposa de resultats amb
quatre filtres diferents, el LMS, el RLS, l'estructura Lattice i el filtre de Kalman. Els
diferents tipus de filtres han estat entrenats amb un senyal d’entrada amb diferents
factors de correlacid. Les grafiques mostren resultats a mesura que s’incrementa el
factor de correlacio.

Dels exemples mostrats als apunts de tractament del senyal (capitol de filtres
adaptatius, apartat 3.7) podem treure conclusions interessants. La més destacada és
com el filtre LMS convencional es fa més lent a mesura que incrementa el factor de
correlacio del senyal d’entrada. Els filtres RLS i I'estructura Lattice presenten
comportaments molt similars quant a temps de convergéncia, ja que treballen els
mateixos conceptes d’ortogonalitat. La diferéncia és que el RLS és més robust pel que
fa a l'estimacid ja que realitza un promig superior, mentre que la Lattice té un
comportament més sorollés. Finalment, el filtre de Kalman funciona d’'una forma
excel-lent si es coneixen les condicions en qué es realitza I'estimacio. En aquest cas, i
atés que es tractava d’una simulacio, és facil adaptar els parametres de simulacié per
aconseguir una rapida adaptacio al problema. No obstant aixo, el comportament del
filtre de Kalman dependra en gran mesura de I'experiéncia del dissenyador i del
coneixement de queé disposi sobre el problema a resoldre.

RESUM

En aquesta sessié hem vist els conceptes introductoris al voltant d’'un dels filtres
adaptatius més rapids i robustos, tot i que també més complexos, que existeixen: el
filtre de Kalman. Hem realitzat nhomés una lleugera presa de contacte sobre el
conceptes d’equacié del sistema, equacid de mesura o d’observacid, aixi com el
procés d’innovacio, els quals serveixen de base per a la derivacié de l'algorisme
recursiu en qué es basa el filtre.
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SESSIO 33

Nom: Introduccié a les xarxes neuronals
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacio: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Haykin1999]
= [Tractament2008]
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PRECEDENTS

A Tlanterior sessié varem acabar d’estudiar les técniques de filtratge adaptatiu, en
concret el filtre de Kalman.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 introduirem el concepte de xarxa neuronal com a nova eina de
processament que simula el comportament del cervell huma i que pot ser d’ajuda en
molts problemes de classificaciéo tant en I'ambit del processament de senyal com
d'imatge.

CONTINGUTS

En aquesta sessid es veura l'estructura basica d’'una xarxa neuronal artificial i
s’aprofundira en l'element basic: la neurona. Es veuran les diferents funcions
d’activacio que pot tenir una neurona (element que dona els atributs de no linealitat a
la xarxa). Finalment s’acabara amb un resum de les diferents topologies de xarxa, de
la filosofia de funcionament i de com pot una xarxa absorbir un cert coneixement.

7. Xarxes neuronals

7.1. Introduccio a les xarxes neuronals

Ara estudiarem en qué es fonamenta el concepte de xarxa neuronal artificial.

Que és una xarxa neuronal?

El concepte de xarxa neuronal sorgi com a resposta de I'avang en el coneixement del
cervell huma. Tal com avui dia se sap, el cervell huma es diferencia dels computadors
meés avangats pel seu altissim grau de paral-lelisme. Aquest es constitueix per uns 10
bilions de neurones, que soén el principal element constituent, i el que és més
important, per uns 60 trilions de connexions sindptiques entre elles. Aixd fa que la
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xarxa cerebral sigui molt eficient, donant respostes molt acurades amb el minim cost
energétic (menys de 107® Joules per operacié per segon). En definitiva, el cervell huma
és el resultat d’'una evolucid6 que ha perfeccionat la seva estructura per tal de
solucionar de forma rapida i eficient els problemes més immediats que poden posar en
perill 'existéncia de I'ésser huma.

No obstant aixd, cal emfatitzar que el cervell sovint s’especialitza en determinades
tasques, i és precisament en aquestes funcions en qué ddéna respostes rapides i
precises. Dintre d’aquest conjunt de procediments optimitzats es troben les tasques de
la percepcié (visual i auditiva), del reconeixement de patrons (classificacié immediata
de tot alld que es veu i se sent en classes de coneixement) i control motor (respostes
d’accio rapides i precises a situacions en qué es requereix d’'una accié motora del cos).
Tot aixd és possible pel fet que el cervell és una maquina de processament
d’'informacié molt complexa, no lineal i, sobretot, paral-lela.

Una xarxa neuronal és un processador massivament paral-lel i format per unitats de
processament simples (anomenades també neurones), tal que tendeix a absorbir un
cert coneixement a partir de l'experiéncia i amb el propdsit d'utilitzar aquest
coneixement per a algun proposit especific. A I'igual que el cervell huma reestructura
les connexions entre les seves neurones (les connexions sinaptiques) segons
'experiéncia viscuda (aprenentatge de I'entorn), una xarxa neuronal artificial es
configura segons l'experiéncia d’'unes certes dades d’entrenament, tal que aquesta
acaba absorbint el coneixement essencial inherent en la informacié d’entrada. El
coneixement es modela com la influéncia de les connexions sobre la resposta final de
la neurona.

= [Haykin1999] p1-p2

7.1.1. La neurona

Estudiem ara qué és i quina estructura té una neurona real.

La neurona

A la figura 1 es pot observar I'estructura d’'una neurona cortical que té estructura
piramidal. El cos de la neurona rep els impulsos sinaptics de més de 10.000 altres
neurones, i permet propagar la seva resposta a milers d’altres neurones receptores. La
propagacié dels impulsos entre neurones es fa mitjancant les dendrites, que son les
terminacions receptores. Al cos de la neurona, és on es processa I'activacié (activa o
inactiva) de la neurona en questio. Aquesta funcié d’activacié sovint es modela com
una funcié no lineal de la contribucié de totes les entrades. Una vegada la neurona
s’ha activat, genera un potencial d’accié que es propaga per I'axé fins arribar a les
terminals sinaptiques, les quals connectaran amb les dendrites d’altres neurones.
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Fig. 1 Estructura d’'una neurona cortical.

= [Haykin1999] p6-p10

7.1.2. Avantatges de les xarxes neuronals

Les xarxes neuronals han estat concebudes per realitzar tasques especifiques dintre
d'un problema de gran envergadura, és a dir, so6n unitats de processament que
permeten donar respostes rapides (el temps de resposta d’'una xarxa neuronal és molt
petit gracies al seu alt grau de paral-lelisme) i eficaces a certs problemes.

Capacitat de generalitzacio

En general, una de les caracteristiques més importants és que permeten generalitzar a
partir d’exemples. Es a dir, una xarxa neuronal absorbeix un coneixement comd, de
tots els exemples subministrats durant I'etapa d’entrenament, de forma que durant
I'etapa d’execucié és capag de donar respostes correctes a estimuls que no havia vist
abans.

= [Haykin1999] p2-p6

Aprenentatge a partir d’exemples

Una xarxa neuronal tracta d’adaptar els seus pesos d’interconnexié (graus de llibertat)
per maximitzar la semblangca entre els exemples subministrats durant I'efapa
d’entrenament. A partir d’'un conjunt d’entrenament de relacions entre certes entrades i
les sortides que es desitja tenir per a cada entrada, la xarxa ha d’intentar optimitzar els
pesos per fer que aquesta relacio s’estableixi de la millor forma possible. Els exemples
subministrats sovint s’apliquen varies vegades i en diferent ordre fins que els pesos
arriben a un estat estacionari. Aquest tipus d’aprenentatge fa que I'enginyer s’oblidi de
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’'estructura interna o de possibles models del problema, per utilitzar una estructura
geneérica i no lineal que pot aportar solucions al problema, simplificant la seva tasca.

= [Haykin1999] p2-p6

Adaptabilitat

Una xarxa neuronal és un sistema adaptatiu, de forma que es pot reentrenar per tal de
solucionar problemes diferents en situacions diferents. Aquesta propietat fa que sigui
una estructura molt atractiva per a aplicacions de classificacié de patrons (imatge),
processament de senyal i sistemes de control, on I'entorn tingui fins i tot canvis
temporals (entorn no estacionari) tal i com hem vist amb els filtres adaptatius al capitol
anterior.

» [Haykin1999] p2-p6

7.1.3. Model d’'una neurona

A continuacié veurem el model de neurona que podem trobar en una xarxa neuronal
artificial, i que esta inspirat en I'estructura d’'una neurona real (tot i que molt més
simplificada que a la realitat).

Model d’'una neurona

A la figura 2 podem veure el model no lineal, que es basa en una série de senyals
d’entrada X, (per j = 1,2, ..., m), els quals influencien I'activacié de la neurona k-
essima segons uns pesos Wy (i que simulen les connexions sinaptiques). Aquests

pesos son, de fet, els que emmagatzemen el coneixement distribuit que acabara
havent-hi en tota la xarxa. A continuacié tenim el node sumador que rep la influéncia

de totes les entrades ponderades més la contribucio del terme bias p, (polaritzacio).

A continuacio, la funcié d’activacio (p() és qui doéna una resposta normalment

normalitzada dins l'interval [0,1] o bé [-1,1], i que generalment déna respostes del tipus
1 (neurona activada) quan la suma és positiva i 0 o bé -1 (neurona desactivada) quan
aquesta és negativa.

Les equacions que descriuen el comportament de la neurona son les seglents:

U :Zwk/xj yk:¢(uk+bk)
=1
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El parametre de bias fa la funcié de desplacar el llindar d’activacié de la neurona de 0
al valor de —p, . Es pot expressar un model equivalent de neurona on el bias estigui

integrat com una entrada més amb pes igual a 1, tal com es pot observar a la figura 3.

Bias

Funcio
d’activacio

Sortida

Senyals s
)\ @) — I

d'entrada

Pesos sinaptics

Fig. 2 Model no lineal d’'una neurona

IfJ.:lkD= bk {Ef-ﬂf;}
Entrada Xo=+1 a
fixa
-
X
Funcid
d‘activacio
Senyals < Xz Sortida
d'entrada () —»
\

Pesos sinaptics
(incloent el Bias)

Fig. 3 Model alternatiu d’'una neurona

= [Haykin1999] p10-p12

7.1.4. Tipus de funcions d’activacio

Ara veurem quins tipus de funcié d’activacio s'utilitzen normalment.
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Tipus de funcio d’activacio

La funcié d’activacio defineix el valor de la sortida de la neurona en funcié del camp
induit per les connexions sinaptiques amb les anteriors neurones. A la figura 4 es
poden veure els tres principals tipus de funcions d’activacié. La més senzilla de totes
és la funcid llindar (a), la qual es defineix com segueix:

+1 siv, >0
go(vk): 0 sivy, =0
-1 siv, <0

En segon lloc tenim la funcié de saturacio lineal a trams (b), que es basa en donar una
sortida proporcional a I'entrada només a l'interval v, € [_ 0_5,()_5] , i fixar la sortida a 0

0 a 1 quan I'entrada superi aquests marges, respectivament. En tercer lloc, i com a
funcié d’activacié més utilitzada és la funcié sigmoide, que presenta un comportament
continu i derivable, el que la fa molt apropiada per a la fase d’entrenament de la xarxa.
A la grafica (c) es mostra un exemple de funcié sigmoide com és:

1
l+e

¢(Vk ) =

per a diferents valors del parametre de pendent a (la derivada a l'origen és a/4). Per a

tendint a infinit s’obté la funcio llindar. Una altra possibilitat és la funcié arctangent
hiperbolica:

(”(Vk ) = tanh(vk )

1

' ; f (R - ~Incrementanta i

i i i i i i \ 1 i

a8 & 4 2 i 2 4 5 8 10
v

()
Fig. 4 Funcions d’activacié
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v [Haykin1999] p12-p15

7.1.5. Model estocastic d’'una neurona

Aquest és un model de neurona que, a diferéncia del comportament deterministic
basat en una funcid d’activacid6 no lineal vist fins ara, es fonamenta en un
comportament estadistic especificat per la funcié d’activacié.

Model estocastic d’'una neurona

Tot i que la majoria de vegades s'utilitzen els models deterministes descrits fins ara,
també es pot definir un model estocastic o probabilistic del seu comportament. En
aquests casos, la resposta de la neurona té només dos estats: -1 o +1. La decisi6é de
I'estat de la neurona es fa segons una variable aleatoria binaria la distribucié de la qual
depeén directament de la funcié d’activacié. Es a dir:

_J+1  amb probabilitat P(v P )
Y7121 amb probabilitat1— P(v, )
on, per exemple, si s’utilitza la funcié sigmoide:

1

/T

P(vk):1+e

on T és la pseudotemperatura que controla la incertesa de l'activacié. Si T tendeix a 0
el comportament de la neurona tendeix a ser determinista, i sempre activada.

= [Haykin1999] p15

7.1.6. Arquitectures de xarxes neuronals

La capacitat d’abstraccié o d’assimilacié del coneixement aixi com la forma de
'aprenentatge d’'una xarxa neuronal esta intimament lligat a I'estructura i disposicié de
les seves neurones. Basicament es distingeixen tres tipus d’estructures o arquitectures
de xarxes neuronals.

Xarxes de capa Unica sense realimentacions

En una xarxa neuronal, les neurones s’agrupen en forma d’efapes, en cadascuna de
les quals cada neurona actua paral-lelament amb les seves veines, rebent informacio
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de totes les sortides de les neurones de 'etapa d’entrada, i proporcionant informacié
cap a una de les neurones de I'etapa de sortida, tal i com es pot veure a la figura 5.

Nodes font de Neurones de
Vetapa d'entrada Vetapa de sortida

Fig.5 Xarxa d’una capa sense realimentacions

= [Haykin1999] p21-p23

Xarxes multicapa sense realimentacions

Sovint es fan servir xarxes amb dues o més capes de neurones connectades entre si.
Excepte I'Ultima capa, que proporciona la resposta de la xarxa, les altres capes reben
el nom de capes ocultes, ja que les seves sortides no son directament visibles a la
sortida global. Les diferents etapes poden tenir diferent nombre de neurones, com es
pot veure en la xarxa de dues etapes de la figura 6 (una sola capa oculta). Es diu que
€s una xarxa neuronal 10-4-2. Aquest tipus de xarxes, permeten un coneixement molt
meés ampli que les xarxes de capa unica, poden extraure estadistiques d’ordre elevat
dels conjunts de dades d’entrenament. En general es permet que entre capes
adjacents la connectivitat sigui total, tot i que es poden definir estructures parcialment
connectades, limitant el nombre de connexions.

Nodes font de Neurones de Neurones de
Fetapa d'entrado Fetapao oculta F'etapa de sortida
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Fig. 6 Xarxa multicapa amb una capa oculta, sense realimentacié i connectivitat total.

= [Haykin1999] p21-p23

Xarxes recurrents

La diferéncia principal entre una xarxa recurrent i una altra sense realimentacions és
que en la primera hi ha un o més camins de realimentacid, de forma que etapes
posteriors alimenten les seves sortides cap a etapes anteriors, formant bucles tancats
amb registres de desplagament, tal i com es pot observar a la figura 7.

La preséncia de realimentacions en una xarxa neuronal artificial permet augmentar la
capacitat d’aprenentatge i prestacions d’una xarxa .

Operadors
deretard

AVRVAY

Fig. 7 Exemple de xarxa recurrent

= [Haykin1999] p21-p23

7.1.7. Representacio i assimilacio del coneixement

Abans de definir els punts clau en el procés d’assimilacié de coneixement per part
d’'una xarxa neuronal, cal recordar una definicié de coneixement adient per al nostre
proposit: “Coneixement és informacié emmagatzemada o models que una persona o
maquina utilitza per interpretar, predir o respondre a determinats estimuls del moén
extern” (Fischler i Firschein 1987).

Posarem un exemple, per ser més aclaridors. Pensem en un sistema de

reconeixement de digits decimals escrits a ma. Es aquest un clar exemple de
classificacié de patrons aplicat al tractament digital de la imatge. Abans de tot cal
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saber quina és la informacié minima necessaria que pot portar a la identificacié del
digit (informacid explicita), en el nostre cas pot ser una imatge digitalitzada en blanc i
negre, i amb uns certs valors de resolucié. L'entrada a la xarxa seran els valors dels
pixels de la imatge, que valdran 1 o 0 segons si el pixel és blanc o negre. La sortida de
la xarxa seran 10 neurones, cadascuna de les quals s’activara segons si es reconeix
algun dels 10 digits decimals.

Procés d'aprenentatge

El procés d’aprenentatge es basara a mostrar a la xarxa parells d’'imatges reals
conjuntament amb el simbol real que representen, en situacions reals. L’algoritme

d’aprenentatge és el procés mitjancant el qual s’ajusten els pesos "% per tal d’imitar la
resposta desitjiada als patrons subministrats durant 'entrenament. Aquest algoritme es
basara en una funcié de cost que dependra dels pesos de la xarxa, i el minim absolut
de la qual sera el punt que proporcionara un comportament més semblant al desitjat
segons I'entrenament proporcionat. Aquest procés d’optimitzacié que és 'aprenentatge
és un procediment adaptatiu, i es pot interpretar com un métode numeéric de
minimitzacié de funcions no lineals.

= [Haykin1999] p23-p28

Verificacio i generalitzacio

Passada I'etapa d’entrenament, es procedeix a comprovar les prestacions de la xarxa
amb nous patrons d’entrada (no entrats durant el periode d’entrenament), i verificant
que la resposta de la xarxa és prou adequada. En cas contrari, aixd pot implicar
modificar l'arquitectura de la xarxa, afegint neurones a les capes existents, afegint
noves capes o fins i tot canviant la filosofia d’entrenament. En cas que la resposta de
la xarxa sigui satisfactoria, es diu que aquesta ha generalitzat el coneixement dels
exemples, i ha extrapolat gracies al model aprés la resposta a entrades encara no
vistes per la xarxa fins ara. En I'exemple proposat, és possible que certes imatges
puguin arribar a confondre totalment fins i tot a una persona. En aquests casos, sovint
€s convenient ensenyar per negacio, és a dir, donar contraexemples de qué no s’ha de
classificar (p.ex. no activar cap neurona). Aixo permet doncs augmentar la base de
coneixement de la xarxa o fer la seva capacitat de resposta més robusta front a
situacions extraordinaries.

= [Haykin1999] p23-p28

RESUM

En aquesta sessié hem introduit els conceptes més importants al voltant de les xarxes
neuronals artificials, entitats de processament no lineal que sén una altra de les eines
fonamentals en el processament digital del senyal.
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SESSIO 34

Nom: Perceptrons
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Haykin1999]
= [Tractament2008]
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PRECEDENTS

A l'anterior sessié varem introduir el concepte de xarxa neuronal, aixi com les diferents
caracteristiques i topologies que podem trobar. També varem incidir en quin tipus de
problema permeten afrontar, i que basicament sén problemes de classificacid de
coneixement.

OBJECTIUS

En aquesta sessié6 estudiarem les xarxes sense realimentaci6 anomenades
perceptrons. Constitueixen una eina per realitzar la classificacié de patrons d’entrada
en classes. El concepte de classe es pot aplicar a perceptrons de capa unica, el que
permet afrontar problemes linealment separables. D’altra banda, els perceptrons
multicapa sén capacgos de classificar problemes de classificaci® més complexos tal
que I'espai de particié estigui definit per una funcié qualsevol.

7.2. Els perceptrons

7.2.1. Perceptrons de capa Unica

Comencem per analitzar el comportament d’'una sola neurona, i esbrinar quin tipus de
problemes pot solucionar. Treballarem amb el model de McCulloch-Pitts en el qual la
funcié d’activacio és la funcié signe. Com ja s’ha dit abans, una neurona parteix d’'unes

entrades que indicarem en forma de vector columna Xz[xl,xz,...,xm]T a les quals

pondera segons unes connexions  sinaptiques amb un vector de
T . . 0 " . .

pesos W =l wasesw, ] , les suma juntament amb un coeficient de bias b i aplica una

funcié no lineal anomenada funcié d’activacié (p(.): sgn(-) . Segons aixo, la sortida de
la neurona sera:

V= sgn(wa + b)

Més genericament, es pot incorporar el valor del bias com un pes sinaptic més, fent
que la seva entrada corresponent sigui 1, és a dir:

V= sgn(wa)
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on x:[+1,x1,x2,...,xm]T [ W:[b,wl,wz,...,wz]T .

m

Regions de classificacio

El proposit del perceptréd de capa unica és classificar els possibles vectors d’entrada
xen dues categories {-1,+1}. Per fer un estudi de les dues regions de classificacié cal
apropar-se al limit de decisi6 de la funcié no lineal, és a dir, on 'argument de la funcio
es fa zero. Per ser més il-lustratius, treballarem en el cas que m = 2.

m=2

m N
ijxj +b = wx, +wyx,+b=0
J=1
Geomeétricament aixd té una interpretacio forga clara. El perceptré pot classificar les
dades d’entrada segons una recta dins el pla de representacio de les dades.

A

N Classe +1

Regi6 de decisio:
W, X, +W,X,+b=0

Fig. 1 Regié de classificacié d’'una neurona dividida per un hiperpla (linia en el cas
bidimensional)

Aprenentatge supervisat

La forma en qué un perceptré de capa unica pot aprendre és aplicant un algorisme
d’aprenentatge  supervisat. Donat un conjunt de dades d’entrenament
{x(n)—> d(n),per0<n<L-1} ,0n d(n)e {~1,+1} , aquestes dades proporcionen una
base de coneixement de com s’ha de comportar la xarxa. Es una guia que permetra
adaptar les connexions sinaptiques al seu valor optim, sempre que el problema de
classificacio sigui linealment separable, i el conjunt d’entrenament sigui prou gran com
perqué la xarxa generalitzi el problema de cara a nous casos no vistos fins al moment.
La forma estandard d’aplicar I'aprenentatge en aquest cas és fent servir I'algorisme
LMS. L’equacioé d’aprenentatge seria la seglent:

1. Inicialitzacio: W=1)=0=[0,0,....0]"

2.- Iteracio: w(n +1)=w(n)+ uld(n)- y(n)}x(n) per 0<n<L-1
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La constant d’adaptacié , juga un paper important en la velocitat d’aprenentatge aixi
com en I'estabilitat del procés. Per assegurar I'estabilitat €s convenient que 0 < 4 <1 .

Per fer 'adaptacié més estable convé escollir valors propers a zero, tot i que aixd pot
fer massa lent 'aprenentatge.

7.2.2. Perceptrons multicapa

Un perceptré multicapa és una xarxa neuronal sense realimentacions amb dos o més
capes de neurones.

Estructura

A la figura 2 es pot veure un exemple de xarxa amb dues capes de neurones. La capa
d’entrada és a la que se li entra el vector de dades d’entrada X=X, - Les dades

d’aquest vector provoquen un certa sortida que sera el vector de dades d’entrada per
la seglient etapa, i aixi successivament.

Nodes font de Neurones de Neurones de
F'etapad’entrada I'etapa oculta F'etapa de sortida

Fig. 2 Exemple de perceptré multicapa amb una sola capa oculta

Capacitat de classificacio

Un perceptré amb dues capes de neurones és capacg d’afrontar qualsevol problema de
classificacié per molt complicat que sigui. Aixo si, depenent del problema, la solucié
pot implicar el tenir capes amb més o menys neurones. Aix0 es pot demostrar
intuitivament en un exemple senzill de dimensié 2. Suposem un espai de dades de
dues coordenades (x1,x2).

Hem vist com un perceptré d’una capa era capag¢ de classificar I'espai 2D en dues

regions separades per un pla (un hiperpla de dimensié m, per a ser més genérics).
Dins aquest espai podem crear certes particions de classes. Suposem que establim
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dues classes corresponent a les regions de la figura 3. La regié marcada com a classe
+1 veiem que es correspon amb la interseccié de tres regions de les tres neurones
d’entrada. Per tant, el problema es pot solucionar linealitzant la forma de la particio que
es vulgui amb tantes neurones com siguin necessaries. En aquest cas, com només hi
ha dues classes, amb una sola neurona de sortida que prengui la decisié final n’hi ha
prou. En general, podriem establir tantes classes com fossin necessaries. En general,

amb M neurones a la capa de sortida podriem classificar 2" subconjunts o classes
diferents.

A

\ Regio de decisio 2:
W, X, +W,,X,+b,=0 7/
Classe -1 /
\ -

1 /
\Classe +] y

1 /7
/
/ Regi6 de decisi6 3:
/ Wzlx|+wxzxz+bz:0

\
Regio de decisio 1:}
W11X1+W12X2+bl=0 f

1
\/
X

/
AN

Fig. 3 Regions de classificacié per a un perceptré amb dues entrades (x1,x2) i dues
capes (capa oculta d’entrada amb tres neurones i capa de sortida amb una neurona)

Funcio d’activacio

A diferéencia del perceptré de capa Unica, en aquest cas la funcié d’activacié és una
funcio continua i derivable. Aquesta és una condicio indispensable per poder realitzar
I'entrenament de la xarxa. Per exemple es pot utilitzar una sigmoide,

B 1
l+e™

Vi

m
on vy, = Zwijj » W, son els pesos de la neurona Kk, W, =b, €s el seu terme de bias
Jj=0

0 polaritzacio.

Entrenament d'un perceptré multicapa

L’algorisme que permet entrenar el comportament d’un perceptré multicapa rep el nom
de back-propagation. La filosofia d’aquest procés d’aprenentatge per fixar els pesos de
totes les neurones de la xarxa es basa també en un aprenentatge supervisat, en que
se li mostren parells d'entrades i sortides desitjades (el conjunt d’entrenament).

Es tracta d’'un aprenentatge supervisat, per tant cal disposar d’'un conjunt de dades
d’entrenament {x(n),o(n)} per 0<n<L-1,ion x(n) és el vector de dades d’entrada

i o(n) és el vector de dades de sortida (vector binari). L’objectiu d’aquest algorisme es
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basa a minimitzar la distancia euclidiana promig entre els patrons desitjats de sortida i
els patrons de sortida reals que la xarxa doni per als patrons d’entrada del conjunt
d’entrenament.

El procés es divideix en dues etapes:

1.- Calcul de la sortida: s’aplica el patré de dades d’entrada (vector), i es van
propagant totes les sortides de les neurones d’una capa a la segient, fins arribar a la
sortida de la xarxa. Durant aquest pas, els pesos de la xarxa romanen inalterats.

2.- Retropropagacié de l'error: A partir de I'error calculat com la diferéncia de la
resposta de la xarxa amb la resposta desitjada pel patré de dades d’entrada, aquest es
va propagant cap enrere (d’aqui el nom de back-propagation). En cada capa es calcula
I'error corresponent que permet ajustar els pesos de les neurones que hi intervenen,
en el sentit de minimitzar l'error estadistic de totes les dades del conjunt
d’entrenament. Aquesta etapa segueix una filosofia semblant a I'algorisme LMS, pero
amb I'afegit de la no-linealitat que hi ha entre una capa i la seglent. Per salvar aquesta
no-linealitat cal conéixer la primera derivada de la funcié d’activacié de les neurones

¢'(v) , I es basa en el principi que si es comet un cert error Ay =d — a la sortida,

aquest error es pot propagar a I'entrada de la funcié amb Ay ~ Ay(p'(y) . Finalment,

els ajustos dels pesos de les neurones es fa tenint en compte aquest error a la sortida
de cadascuna.

Mostrem, només a titol de curiositat, 'equacio per a la iteracié dels pesos sinaptics,
una vegada s’han calculat tots els errors de sortida de les neurones:

) 1) = )+ ) 1) o)yl

on els superindex indiquen a quina capa ens trobem, i o i , son les constants de
moment i velocitat d’aprenentatge respectivament.

Inicialitzacio

La inicialitzacié dels pesos de la xarxa s’acostuma a fer aleatoria, perd tal que en
promig tots els patrons del conjunt d’entrenament facin que les funcions d’activacio es
trobin entre la transicié entre la zona lineal i la zona saturada.

Ordre de presentacio dels exemples d’entrenament

L’entrenament de la xarxa implica fer un escombrat de tots els exemples
d’entrenament diverses vegades. Cada vegada que s’han presentat tots els exemples
rep el nom depoch. Per tal d’afavorir el procés d’aprenentatge de la xarxa, és
important que en cada epoch la xarxa vegi l'ordre dels exemples alterats, ja que
d’aquesta forma no aprén la seqlencialitat que podria haver-hi en un ordre determinat,
cosa que ajuda a la generalitzacié de la xarxa. D’altra banda, els parametres de
velocitat d’adaptacié en la iteracié dels pesos de les neurones s’acostumen a variar en
el procés d’entrenament, comencgant per valors més alts i acabant amb valors petits.
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Aixd permet evitar que la xarxa caigui rapidament en minims locals i evolucioni cap al
minim absolut de I'error promig de sortida.

RESUM

En aquesta sessidé hem vist les primeres xarxes neuronals que es van estudiar i encara
avui s'utilitzen per resoldre problemes de classificacio: els perceptrons.
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SESSIO 35

Nom: Xarxes de funcions de base radial (RBF).
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Haykin1999]
= [Tractament2008]
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PRECEDENTS

Fins ara hem vist la teoria basica de les xarxes neuronals anomenades perceptrons,
tant d’'una com de diverses capes.

OBJECTIUS

En aquesta sessido veurem una nova estructura de xarxes neuronals, anomenades
xarxes de funcions de base radial o RBFN (Radial Basis Function Networks).

CONTINGUTS

En aquesta sessio estudiarem les xarxes de funcions de base radial. Es tracta d’'una
estructura de xarxa neuronal diferent de la vista fins ara, tot i que tant les RBFN com
els perceptrons permeten abordar problemes de la mateixa complexitat.

7.3. Les xarxes de funcions de base radial
(RBF)

Una xarxa de funcions radials es basa en el seguent postulat:

Postulat

Un problema de classificaci6 complex es pot reduir a un problema linealment
separable més facilment si es trasllada a un espai de dimensionalitat superior que no
pas en un d’inferior.

Aixd0 és en el que es basa una xarxa de funcions radials o RBFN (Radial Basis
Function Networks). La idea és traslladar el problema, no linealment separable, a un
nou espai de dimensionalitat major que la d’entrada (anomenat espai ocult) per tal de
reduir-ho a un problema linealment separable (per exemple, amb una simple neurona
a la capa de sortida). A més a més, aquesta migracié cap a un espai més generic es fa
mitjangant un mapatge no lineal, basat en distancies a uns certs centroides que
representen les dades d’entrada.
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7.3.1 Estructura

Ara estudiarem I'estructura d’'una xarxa de funcions de base radial.

Estructura

L’estructura d’una xarxa radial la podem veure a la figura 1. Com podem veure tenim
una primera capa de neurones (oculta), perd que a diferéncia de les neurones vistes
fins ara, aquestes es caracteritzen per una funcié no lineal que depén de totes les
variables d’entrada (a diferéncia del que hem vist fins ara en els perceptrons). Aquesta
primera capa té la funcié de fer el mapatge del vector d’entrada de dimensié m, a un
altre vector de dimensid6 m1 > m (generalment). El vector de sortida de la capa oculta
serveix com a entrada a I'nica neurona de la capa de sortida. Aquesta segona capa
és lineal, de forma que no hi ha funcié d’activacioé. En aquest exemple només hi ha una
neurona a la capa de sortida, pero en general poden haver-hi N neurones.

L 4

P
-

Etapa Etapa oculto dem; Etapade
d'entrada funcions de base rodial sortida

Fig. 1 Estructura d’'una xarxa de funcions radials

Generalment el nombre de neurones de la capa oculta m1 és inferior al nombre
d’exemples utilitzats en I'entrenament.

7.3.2. Funcions radials i sortida final

Funcions radials

La sortida d’'una neurona de 'etapa oculta és:
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Es tracta d’'una funcié radial que mesura la distancia del vector d’entrada x al
centroide que representa la neurona k-éssima. Aquests centroides so6n també
parametres a optimitzar per la xarxa, en funcié del conjunt d’entrenament subministrat.

La idea és que el conjunt de centroides format per {cl,cz,,__,cm} sigui un conjunt

representatiu de 'espai de dades d’entrada. Es sobre les mesures de les distancies
dels punts d’entrada a aquests centroides que es construeix la variable decisional final,
la qual estableix un grau de pertinenca a les classes establertes en I'entrenament i per
a la configuracio de la xarxa.

Sortida final

La sortida final de la xarxa es pot expressar com una combinacié lineal:

m

Out = Zwkyk

k=0

on w,=b és el terme de polaritzacié i Yo =+1 -

Aquest cas seria per poder realitzar una classificacié en dues classes & i & .

7.3.3. Aprenentatge

Aprenentatge

L’etapa d’aprenentatge o entrenament de la xarxa es basa, igual que en el cas dels
perceptrons, en un conjunt de dades d’entrenament, les quals ens ajudaran a I'ajust
dels parametres o graus de llibertat de la xarxa: els centroides de I'etapa oculta i els
pesos sinaptics de la neurona de sortida. Aquest procediment no es detalla, ja que no
és necessari un aprofundiment tant exhaustiu en aquestes sessions.

7.3.4. Comparativa perceptrons vs. RBFN

Comparativa perceptrons vs. RBFN

Tant els perceptrons multicapa com les xarxes de funcions radials sén exemples de
xarxes neuronals multicapa sense realimentacions. Totes dues xarxes son, en general,
capaces d’afrontar el mateix tipus de problemes. No obstant aix0, en certes situacions,
pot ser millor escollir entre una o altra per criteris d’apropiacio al context del problema.
D’aquesta manera, és possible trobar una solucié amb una o altra filosofia que tingui el
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minim cost de realitzacié. Ara comentarem les principals diferéncies entre ambdés
tipus de xarxes:

1.- Generalment les RBFN tenen una unica etapa oculta, mentre que els perceptrons
poden tenir-ne una o més.

2.- Les neurones de diferents capes de la RBFN no comparteixen la mateixa
estructura, ja que estan concebudes per realitzar un paper clarament diferenciat.

3.- La capa oculta d’'una RBFN és no lineal, mentre que 'etapa de sortida és lineal. Els
perceptrons acostumen a tenir totes les neurones amb funcions d’activacié no lineals.

4.- Mentre la funcié d’activacié d’'una neurona d’'un perceptré es calcula a partir d’'un
producte escalar entre el vector d’entrada i un vector de connexions sinaptiques, en el
cas de les RBFNs es calcula una distancia euclidiana entre el vector d’entrada i el un
de pesos.

5.- Els perceptrons multicapa es diu que realitzen aproximacions globals de mapats
entrada-sortida no lineals, mentre que les xarxes de funcions radials construeixen
aproximacions locals d’aquests mapats basant-se en funcions Gaussianes.

La utilitat principal d’aquest tipus de xarxes es basa a donar una sortida interpolada
linealment segons els centroides que ha aprés la xarxa. Aquesta interpolacio
s’encarrega de fer-la la capa de sortida, mentre que la primera capa tracta d’aprendre
els cumuls de senyal on hi ha major probabilitat (segons els patrons introduits a
I'entrenament). Per tant, el resultat pot ser vist com una aproximacio pels patrons de
classificacioé de I'espai d’entrada apresos per la xarxa (centroides), amb qué la funcié
de la xarxa radial és, en principi, diferent de la d’'un perceptré. Els perceptrons,
recordem que s’enfoquen més aviat a tasques de classificacid/particié de I'espai
d’entrada.

RESUM

En aquesta sessio hem introduit el concepte de xarxes de funcions de base radial.
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SESSIO 36

Nom: Els mapes autoorganitzatius
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1999]
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PRECEDENTS

A Tl'anterior sessié varem veure el segon tipus de xarxes neuronals artificials: les
xarxes de funcions de base radial (RBFN).

OBJECTIUS

En aquesta sessi6é estudiarem breument les caracteristiques fonamentals dels mapes
autoorganitzatius o xarxes de Kohonen. Aquestes xarxes neuronals tenen unes
caracteristiques que les fan utils en alguns problemes interessants com ara el
problema del viatjant on es determina la ruta Optima per fer un recorregut entre
diferents ciutats.

CONTINGUTS

En aquesta sessié veurem els mapes autoorganitzatius o xarxes de Kohonen.

7.4. Els mapes autoorganitzatius

En aquest punt veurem una introduccié als mapes autoorganitzatius i a la seva
aplicacioé dintre del camp de les xarxes neuronals. Un mapa autoorganitzatiu és un
tipus de xarxa neuronal competitiva on les neurones segueixen una determinada llei de
veinatge. Aixd vol dir que cada neurona de la xarxa representa una informacié del
vector de I'espai d’entrada aixi com de la seva relacié6 amb altres vectors que s’hagin
fet servir en I'entrenament. La caracteristica distintiva d’'un mapa autoorganitzatiu
respecte d’'una xarxa purament competitiva és que a més de representar la distribucio
de vectors d’entrada és també capag de representar la seva topologia.
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7.4.1 Topologies

Topologies

Els mapes autoorganitzatius segueixen una topologia definida pel dissenyador que
intentarem que s’ajusti el maxim possible a la topologia de les dades que volem
entrenar. En aquest apartat veurem algunes de les possibles topologies que es poden
fer servir en aquest tipus de xarxes neuronals.

Neuron Positions

position(1,i)

en aquesta grafica podem observar una estructura de topologia en forma de graella.

Neuron Positions
-

>

AVAVAVAVAVAVAVA

position(2,i)
-

NVAVAVAVAVAVAVAN
VNN NN NN/

4
position(1,i)

En aquesta es pot observar una topologia hexagonal.
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position(2,i)

pasition(1,i)

i finalment, en aquesta podem observar una topologia aleatoria. Les diferents
topologies defineixen la relacié de veinatge d’'una neurona amb la que tenen al costat i
sera fonamental definir aquesta relacio de forma adequada per poder assolir bones
prestacions en el problema que es vol resoldre amb el mapa autoorganitzatiu.

7.4.2. Distancia entre neurones

Distancia entre neurones

Un aspecte fonamental per acabar de definir la relacié entre neurones és el concepte
de distancia. La topologia de la xarxa defineix la relacié de veinatge, és a dir, la relacio
de dependéncia entre una neurona i les que es troben al seu voltant. No obstant aixo,
en cap moment defineix la magnitud del ligam establert. Els mapes autoorganitzatius
han de definir una funcié per definir distancies entre neurones, i aquesta funcié sera la
que determinara quina és la forgca amb qué una neurona interactua amb el seu entorn.

Existeixen diferents criteris de mesura de distancies. EI més natural podria ser la
distancia euclidiana, és a dir, la distancia real que hi ha entre dues neurones situades
en un pla. No obstant aixd, es poden definir altres criteris de distancia com ara
distancia d’enlla¢ definida com el nombre de salts que hem de fer en la topologia per
arribar d’'una distancia a altre. Les immediatament properes estaran a distancia 1, les
seguents a distancia 2 i aixi successivament. O finalment podriem parlar de la

distancia de Manhatan definida segons Z|f_y| .
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7.4.3. Arquitectura

Arquitectura

Un mapa autoorganitzatiu presenta una arquitectura com la mostrada a la seguent
figura

Input Self Organizing Map Layer

N7 \
ITWii
SlxR l
p . nt al
o P ndistl=m M C P
R 1
AN S
ni=- I Waa-p |

al = compet(nt)

Com es pot observar en el dibuix no és més que una xarxa competitiva, ja que el
resultat de sortida és un valor a 1 per la neurona guanyadora i zero per tota la resta.
No obstant aix0, la gran diferéncia respecte de les xarxes competitives esta en el
procediment d’aprenentatge.

7.4.4. Entrenament

Entrenament

Un procediment important com ja s’ha vist en altres exemples és I'entrenament de la
xarxa neuronal. Els mapes autoorganitzatius o mapes de Kohonen sén xarxes que
consten d’'una xarxa competitiva perd en qué també intervenen criteris de veinatge.

L’entrenament del mapa autoorganitzatiu comenga detectant la neurona guanyadora i
aplicant una modificacioé de la seva posicid en I'espai seguint la direccié de les dades
d’entrada. La gran diferéncia respecte una xarxa competitiva pura és que en aquest
procediment d’entrenament també es modifica la posicid de les neurones veines de
forma inversament proporcional a la distancia a qué aquestes es troben. Es a dir, si la
neurona guanyadora s’ha de moure en una direccié determinada, aquesta tibara de les
que es troben en el seu entorn. La forca amb qué desplacara les neurones veines
dependra de la distancia a qué es trobin de la guanyadora.

Aquest concepte es pot explicar també dient que el procés d’entrenament d’'un mapa
autoorganitzatiu consta de dues forces, la forca externa condicionada per les dades
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d’entrada i la for¢ca interna de la xarxa condicionada pel mapa de veinatge i el
concepte de distancia definit.

El procés d’entrenament es divideix normalment en dues etapes:

1.- La primera etapa es coneix com etapa organitzativa en qué la xarxa simplement
distribueix les neurones en I'espai seguint I'estructura de la topologia definida.

2.- La segona etapa és la de sintonitzacio, on les neurones s’acaben d’ajustar d’'una
forma més fina per minimitzar la funcié de cost a les dades d’entrada.

RESUM

En aquesta sessio hem introduit alguns conceptes al voltant de les xarxes neuronals
de Kohonen o mapes autoorganitzatius.
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SESSIO 37

Nom: Les xarxes LVQ
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1999]
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OBJECTIUS

En aquesta sessid presentarem les xarxes neuronals LVQ (Learning Vector
Quantization). Aquest tipus de xarxes tenen fonaments similars perd hi ha lleugeres
diferéncies que cal estudiar en detall per comprendre la utilitat de les xarxes LVQ.

CONTINGUTS

7.5. Les xarxes LVQ_

Les xarxes LVQ sbn xarxes neuronals amb unes prestacions molt bones com a
sistemes classificadors. El gran potencial de les xarxes LVQ és que poden resoldre
problemes que no siguin linealment separables d’'un forma senzilla, cosa que no es
podia realitzar amb els perceptrons.

Les xarxes LVQ tenen un potencial enorme com a sistemes classificadors, ja que no
presenten cap problema per separar i identificar vectors corresponents a diferents
classes si s’ha fet I'entrenament correcte.

7.5.1 Arquitectura

Arquitectura

A la seguent figura podem observar I'arquitectura d’'una xarxa LVQ
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es pot observar a la grafica que la xarxa LVQ consta de dues etapes, una primera
etapa competitiva en qué es fa una preclassificacio de les dades d’entrada, i
posteriorment una etapa lineal que genera el valor resultant de la classe a qué pertany
el vector d’entrada.

La funcié de la xarxa competitiva és fer una particié de I'espai d’entrada per tal de
dividir-lo en subclasses. Aquestes subclasses es generaran segons una particié de
'espai d’entrada. Finalment sera la xarxa lineal la que donara el resultat de la classe
objectiu a la que realment pertany I'element d’entrada.

7.5.2. Disseny de la xarxa neuronal

En aquest apartat tractarem el problema del disseny de la xarxa neuronal.
Evidentment, el nombre de neurones internes de cada una de les capes dependra en
gran mesura del problema de classificacid que volem tractar. Per aclarir més tots els
conceptes relacionats amb aquest apartat considerarem un problema concret de
classificacio.

Considerem que volem classificar els seglients punts de I'espai (cas de dimensio 2):
P ={(-3,0),(-2,1).(-2,-1),(0,2),(0,1),(0.-1),(0,-2),(2,1),(2,-1),(3,0)}
en les classes definides pel vector Tc ={1,1,1,2,2,2,2,1,1,1} respectivament.

El problema es pot representar segons el seglent grafic:
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els punts corresponent a creus representen els de la classe 1, mentre que els punts
amb quadrats representen els de la classe 2. Evidentment aquest problema no és
linealment separable i seria complicat tractar-lo amb un perceptré. La xarxa LVQ fa
una primera preclassificacio dels vectors d’entrada en les subclasses definides en el
grafic.

D’aquesta grafica es poden treure les seguents conclusions. EI nombre de neurones
que necessitem a la primera etapa és de 4 per poder fer la divisié correcta de I'espai
d’entrada. El procés d’entrenament les situara de forma adequada per fer la particio
segons un criteri de distancia. La xarxa neuronal lineal s’encarregara de determinar a
quina classe de les dues possibles pertany el vector d’entrada.

7.5.3. Entrenament

L’entrenament de la xarxa competitiva i de la xarxa lineal es fa seguint els criteris tipics
d’entrenament d’aquest tipus de xarxes. La primera etapa simplement actuara com a
classificadora i les neurones que generaran les subclasses simplement. En la seglent
grafica podem veure com evoluciona I'entrenament de la xarxa competitiva de la
primera etapa.

3 T
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Weights (circles) after training

Com es pot observar, després de I'etapa d’entrenament, les neurones de la xarxa
competitiva com aquestes van tendint cap a les posicions on es troben les diferents
classes fent la separacié prévia en subclasses. Finalment sera la xarxa lineal la que
acabara de classificar les diferents subclasses en les dues classes objectiu associant a
la neurona guanyadora el valor de la classe a qué aquesta pertany.

RESUM

En aquest tema hem vist les xarxes LVQ com classificadors eficients. Aquestes xarxes
aprofiten les caracteristiques de les xarxes competitives i una simple xarxa lineal per
desenvolupar un quantificador vectorial eficient. El gran avantatge de les xarxes LVQ
respecte als perceptrons és la facilitat per classificar problemes que no siguin
linealment separables amb un nombre de neurones reduit.
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SESSIO 38

Nom: Aplicacions de les xarxes neuronals.
Tipus: tedrica
Format: no presencial
Durada: 1 hores
Dedicacioé: 2 hores
Treball a lliurar: no
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1999]
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OBJECTIUS

Els objectius d’aquesta sessid és presentar un resum de les aplicacions actuals de les
xarxes neuronals aixi com els diferents ambits en qué s’apliquen. Es pretén
simplement oferir una visioé genérica de I'is de les xarxes neuronals sense profunditzar
en com es duen a terme.

CONTINGUTS

7.6. Aplicacions de les xarxes neuronals

En aquest tema es mostrara un recull d’ambits en qué actualment s’estan aplicant les
xarxes neuronals. Simplement es pretén presentar la gran varietat de camps en que
s’estan aplicant per justificar la utilitat i la versatilitat d’aquest tipus d’eines.

Aplicacions aeroespacials

Les xarxes neuronals s’estan aplicant en I'ambit de les aplicacions aeroespacials
millorant les capacitats dels pilots automatics, com a sistemes de control de navegacio
de l'avid, en simuladors de vol (I'entrenament en situacions reals permet millorar les
caracteristiques dels simuladors), sistemes intel-ligents de deteccié de fallades, etc...

Aplicacions en el camp de I'automocio

Dintre del camp de 'automocié també es poden trobar aplicacions que fan Us de les
xarxes neuronals. Entre elles podem citar els sistemes automatics de guiatge de
vehicles o sistemes experts d’analisi per avaluar I's de les garanties. Aquest darrer
sistema permet al fabricant detectar punts débils del vehicle aixi com extreure
informacio del perqué de les fallades.
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Aplicacions financeres en bancs

Les xarxes neuronals també serveixen com a eina util en moltes aplicacions d’entitats
financeres. Els bancs estan comengant a fer Us d’aquestes eines en aplicacions com
ara els sistemes avaluadors per concedir crédits, identificaci6 de documents o
reconeixement de signatures, control d’us fraudulent de targes de credit, analisi d’us
de linies de credit, etc...

Aplicacions militars

Evidentment, el mén de les aplicacions militars no pot estar exclos en I'is de técniques
tan avancades com les xarxes neuronals. Dintre de 'ambit de les aplicacions militars,
les xarxes neuronals es fan servir en aplicacions com ara el guiatge de missils, el
seguiment d’objectius, discriminacié d’objectes, reconeixement facial, sensors
avancats, sonar, radar i processament d’'imatge, extraccié de parametres, cancel-laci6 i
supressio de soroll, identificacié de senyals, etc...

Aplicacions en el camp de l'electronica

En el camp de l'electronica poder trobar aplicacions com sistemes de visio artificial,
prediccié de séries temporals, disseny de circuits integrats, control de processos,
analisi de fallades dels xips, sintesi de veu o modelatge no lineal.

Aplicacions en empreses asseguradores

La determinacié de la quota d’'una asseguranga implica calculs financers complexos
aixi com l'avaluacié d’'un gran conjunt de parametres. Les xarxes neuronals ofereixen
solucions agils per actuar com a classificadors de la persona dintre d’un grup de risc i
estimar el valor de la quota que se li ha daplicar. Empreses asseguradores
multinacionals estan comencgant a utilitzar aquestes eines per millorar els seus serveis.

Aplicacions en el camp de la produccio

Les empreses de produccioé sén també un camp on han aparegut de forma important
aplicacions basades en xarxes neuronals. Entre totes les existents seguidament citem
algunes de les més importants:

1.- Control de procés de produccio.

2.- Disseny i analisi de nous productes.
3.- Diagnosi de maquinaria.

4.- ldentificacio en temps real.

5.- Control de qualitat.

6.- Prediccié de qualitat dels productes.
7.- Disseny de productes quimics.

8.- Manteniment de maquinaria.

9.- Planificacio i management.

10.- Etc...

208



L)

LaSulIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Liull ==

Aplicacions mediques

Les aplicacions mediques també formen un conjunt de possibilitats per a I'aplicacié de
les xarxes neuronals. La dificultat de I'analisi de parametres per emetre diagnostics
aixi com el gran volum de dades que aquestes aplicacions maneguen sén camp fértil
per al desenvolupament d’aquestes aplicacions. Entre elles podem citar I'analisi de
cel-les cancerigenes, analisi de proves médiques com ara el EEG i ECG, disseny de
protesis, reduccié de despeses en hospitals, millora de la qualitat del servei, etc...

Aplicacions robotiques

Si les xarxes neuronals intenten emular el comportament del cervell, resulta evident la
seva aplicaci6 en el camp de la roboética. Evidentment existeixen un conjunt
d’aplicacions dintre d’aquest camp on s’han tingut solucions reeixides. Entre elles
podem citar el control de trajectdria en robots, control de bragos robots, sistemes de
visio artificial, sistemes d’analisi i decisio, etc...

Aplicacions en el processament de veu

La dificultat de les eines de sintesi i analisi de veu son handicaps que es poden
millorar amb I'is de xarxes neuronals. Aplicacions com ara el reconeixement de veu,
compressié de veu, classificacid de sons o conversors de text a veu sén exemples
d’aplicacions on les xarxes neuronals han tingut resultats reeixits.

Aplicacions en el camp de les telecomunicacions

El camp de les telecomunicacions també esta dintre del camp d’aplicacié de les xarxes
neuronals. Aplicacions com compressio de veu i imatge, serveis automatics
d’'informacid, traduccié en temps real de veu o sistemes de gestié de pagament han
estat desenvolupades amb éxit en aquest camp.

RESUM

En aquesta sessié hem realitzat un breu resum de les aplicacions de les xarxes
neuronals a diferents disciplines.
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SESSIO 39

Nom: Estudi d’aplicacions de xarxes neuronals
Tipus: de problemes
Format: no presencial
Durada: 2 hores
Dedicacié: 3 hores
Treball a lliurar: Si
Material:
o Bibliografia basica:
= [Tractament2008]
o Bibliografia complementaria:
= [Haykin1999]
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PRECEDENTS

En les sessions anteriors d’aquest capitol hem estat estudiant diferents topologies de
les xarxes neuronals. S’han estudiat quines soén les caracteristiques més importants
d’aquest tipus de xarxes aixi com les possibilitats que aquestes ofereixen de cara a la
seva utilitzacio en diferents aplicacions.

OBJECTIUS

En aquesta sessio I'objectiu és realitzar un estudi personalitzat de diferents aplicacions
reals on s’estiguin utilitzant les xarxes neuronals i com aquestes estan esdevenint
cada vegada més una eina util en aplicacions reals.

CONTINGUTS

7.6.1. Estudi d'una aplicacio real dels perceptrons

En aquest treball heu de realitzar un petit estudi documentat en qué mostreu alguna
aplicacio real on es facin servir els perceptrons. El treball haura de constar d’una plana
autoexplicativa de I'aplicacié i les referéncies a planes WEB o documentacio digital on
quedi il-lustrada 'aplicacié.

7.6.2. Estudi d'una aplicacio real de les xarxes
competitives

En aquest treball heu de realitzar un petit estudi documentat en qué mostreu alguna
aplicacié real on es facin servir les xarxes competitives. El treball haura de constar
d’'una plana autoexplicativa de [l'aplicacié i les referencies a planes WEB o
documentacié digital on quedi il-lustrada I'aplicacio.
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7.6.3. Estudi d'una aplicacio dels mapes
autoorganitzatius

En aquest treball heu de realitzar un petit estudi documentat en qué mostreu alguna
aplicacio real on es facin servir els mapes autoorganitzatius. El treball haura de constar
d'una plana autoexplicativa de [Iaplicacido i les referéncies a planes WEB o
documentacié digital on quedi il-lustrada I'aplicacio.

7.6.4. Estudi d’una aplicacio de les xarxes LVQ

En aquest treball heu de realitzar un petit estudi documentat en qué mostreu alguna
aplicacio real on es facin servir les xarxes LVQ. El treball haura de constar d’'una plana
autoexplicativa de I'aplicacié i les referéncies a planes WEB o documentacio digital on
quedi il-lustrada 'aplicacié.

7.6.5. Criteris d’avaluacio del treball

El criteri d’avaluacié del treball que heu de realitzar sobre les xarxes neuronals es
basara no en la seva extensio, sind en l'originalitat del treball. La documentacié lliurada
haura de ser un document Word amb un petit resum de I'aplicacié i la solucid
tecnologica presentada, una petita justificacié de la utilitzacio de la xarxa en I'aplicacio
i la documentacié dels enllagos a la documentacié sobre I'aplicacié en concret.
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GLOSSARI

Sistemes lineals i invariants en el temps, S.L.I.T.

Son els sistemes que compleixen les propietats tant de linealitat com de desplagament
temporal. Es defineixen tant per a sistemes de temps continu 0 analdgics com per a
sistemes de temps discret.

S.L.IT.
Sistema lineal i invariant en el temps

Transformada de Fourier de sequiéncies discretes, T.F.S.D.

Eina d’analisi frequencial per a seqliéncies i sistemes discrets. La T.F.S.D. d’'una
sequéncia és una representacio continua del contingut freqiiencial d’'un senyal discret
o que deixa o no deixa passar un sistema discret lineal i invariant. Es una funcio
continua de la variable polsaci6 discreta.

T.F.S.D.
Transformada discreta de Fourier

Transformada discreta de Fourier, D.F.T.

Eina d’analisi frequencial per a sequiéncies de durada finita. Permet representar tota la
informacio de la sequiéncia a partir d’'un conjunt finit d’exponencials complexes, essent
el vector frequiencial de la mateixa durada que el senyal discret.

D.F.T.
Transformada discreta de Fourier

Transformada rapida de Fourier, F.F.T.

Algorisme de calcul rapid de la D.F.T. Es basa en la successiva descomposicio del
senyal temporal en subseqiéncies parelles i senars. Es redueix la complexitat de
calcul respecte la D.F.T. en un factor log,(N), essent N el nombre de punts de la
transformada.

F.F.T.
Fast Fourier Transform

Série Discreta de Fourier, D.F.S.

Eina d’analisi frequencial dels senyals discrets periddics mitjangant la qual es pot
expressar una sequéncia periodica de periode N com a una combinacié lineal de N
exponencials complexes en el temps.

D.F.S.
Discrete Fourier Serie.

Filtre de resposta impulsional finita, F.I.R.

Filtre digital o de temps discret que es caracteritza per tenir una resposta impulsional
finita en el temps. Aquest tipus de filtres no tenen part de realimentacié i només es
dissenyen a partir del posicionament de zeros.

F.ILR.
Finite Impulse Response filter.
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Filtre de resposta impulsional infinita, I.L.R.

Filtre digital o de temps discret que es caracteritza per tenir una resposta impulsional
infinita en el temps. Aquest tipus de filtres tenen part de realimentaci6 i es dissenyen a
partir del posicionament tant de zeros com de pols.

LILR.
Infinite Impulse Response filter.

Conversio6 analogic-digital, A/D

Sistema de conversio analdgic-digital, mitjangant el qual un senyal continu és convertit
a una sequéncia discreta utilitzant un mostratge uniforme i una quantitzacié
d’amplituds generalment també uniforme.

A/D
Conversi6 analogic-digital.

Conversio digital-analéca, D/A

Sistema de conversio digital-analdgica, mitjancant el qual una seqiiéncia discreta és
convertida a un senyal analdgic o de temps continu. Aquest procés implica I'is d’'una
funcié d’interpolacio6 o filtre de reconstruccié el qual proporciona la forma d’ona basica
que sera modulada amb la informacié de la sequiéncia discreta (idealment és una
funcio6 sinc).

D/A
Conversi6 digital-analogic.

Transformada de Fourier.

Eina d’analisi frequencial tant per a senyals analdgics com per sistemes analogics
lineals i invariants. Es una funcié continua de la variable polsacié analdgica “omega
majuscula” (en [rad/seg.]) o frequiéncia analogica f (en [HZ]).

T.F.
Transformada de Fourier.

Delmacié

Procés discret mitjancant el qual es redueix la frequéncia de mostratge original amb la
qual aquesta sequiéncia va ser mostrejada en un factor enter M. Inclou I'is d’un filtre
passa-baixes de guany 1 i polsacio de tall PI/M seguit d’un bloc que elimina M-1 de
cada M mostres.

Interpolacioé

Procés discret mitjangant el qual s’augmenta la frequiéncia de mostratge original amb
la qual aquesta sequiéncia va ser mostrejada en un factor enter L. Inclou I'is d’'un
expansor (bloc que insereix L-1 zeros entre cada dues mostres del senyal original) i un
filtre passa-baixes de guany L i polsacio de tall PI/L.

Aliasing

Efecte produit per la superposicié de components espectrals de diferents bandes
freqUencials quan un senyal analogic és mostrejat amb una freqliéncia de mostratge
menor que el doble de 'ample de banda del senyal (freqiéncia de Nyquist). Aquest
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efecte es produeix quan el senyal analogic té contingut a la zona de baixa frequiéncia.
En senyals passa-banda pot no produir-se en certes ocasions.

Criteri de Nyquist, Teorema de Nyquist

Teorema que defineix quina és la minima freqliéncia de mostratge (n°® mostres per
segon) per poder reconstruir perfectament un senyal analdgic d’ample de banda finit a
partir de la seqlieéncia obtinguda. Aquesta frequtiéncia rep el nom de freqiiéncia de
Nyquisti ha de ser superior al doble de 'ample de banda del senyal en Hz. En cas
contrari pot produir-se el fenomen de I'aliasing, el qual impossibilita recuperar el senyal
original.

Overlap & Add, Overlap & Save

Métodes de filtratge de senyals de durada indefinida amb el qual es divideix el senyal
d’entrada al sistema en trames de longitud constant, de forma que es va calculant la
sortida també per trams. Aquests métodes possibiliten aplicar métodes basats en el
domini frequiencial (D.F.T. o F.F.T.) per realitzar un filtratge en temps real.

Regié de convergeéncia, R.O.C.

Regio6 del domini de la variable complexa z en la qual la transformada Z d’un senyal
convergeix, donant lloc a valors també complexes. Per a sistemes lineals i invariants
estables cal que la R.O.C. inclogui el cercle unitat.

R.O.C.
Region of convergence.

Least Mean Square, LMS

Algorisme d’adaptacié de coeficients per filires adaptatius basat en I'aproximacio
instantania del gradient de I'algorisme del gradient descendent o del gradient
estocastic. Té un unic parametre de control que permet variar la velocitat de
convergéncia, controlar I'estabilitat i I'error residual final.

LMS
Least Mean Square.

Recursive Least Squares, RLS

Algorisme d’adaptacié de coeficients per filtres adaptatius basat en la minimitzacio
d’'una funcié de l'error a on aquest es pondera de forma exponencialment decreixent
amb la historia passada. Ofereix prestacions de capacitat de seguiment més bones
que I'LMS perd per contra té un cost computacional forca major. Es basa en el lema
d’inversio de matrius per realitzar un calcul recursiu de la solucié optima al problema.

RLS
Recursive Least Squares.

Funcio de densitat de probabilitat, PDF
Funcio estadistica caracteristica de tot procés o variable aleatoria, i que permet
estudiar la probabilitat que la variable es trobi en un cert interval d’amplituds.

PDF
Probability density function.
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Learning Vector Quantization, LVQ

Conjunt de xarxes neuronals dissenyades especificament per realitzar una
classificacio i particio de la informacié i/o caracteristiques fonamentals de I'espai
d’entrada.

LvQ
Learning vector quantization.

Radial basis function networks, RBFN

Xarxes neuronals de funcions de base radial. Sén xarxes neuronals de dues capes a
on, a diferéncia dels perceptrons, les neurones de la primera capa fan servir una funcié
lineal basada en distancies Euclidees als centroids que representen els pesos
sinaptics.

RBF

Radial basis function networks.

Minimum mean square error, MMSE

Criteri de minim error quadratic mig. Aquest criteri s’aplica a funcions lineals de
parametres amb I'objectiu de minimitzar I'error de les mesures reals respecte dels
valors de sortida que es volen obtenir. En problemes lineals (tal com s’ha dit) la solucio
és Unica, cosa que permet trobar una solucio tancada al problema.

MMSE
Minimum Mean Square Error.
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