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SESSIO 1: Tractament i propagacio
d’errors

FITXA DE LA SESSIO

+ Nom: Tractament i propagacié d’errors.
« Tipus: tedrica
+ Format: no presencial
+« Durada: 2 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

OBJECTIUS

L’objectiu basic d’aquesta sessié és exposar els conceptes clau per a I'estudi de I'error
comeés en un métode numeric, tant pel que fa a les mateixes definicions i conceptes,
com a la forma amb qué matematicament tractarem la seva propagaci6é en cada pas
de computacio.

CONTINGUTS

En primer lloc presentarem els conceptes basics sobre el tractament derrors, i a
continuacié exposarem la metodologia per a calcular la propagacié de l'error en un
métode numeéric.

1 Errors

1.1 Introduccioé

1.1.1 Conceptes

En aquest apartat presentarem les magnituds que permeten fer una analisi de la
diferéncia entre el que anomenarem x (valor exacte de la magnitud) i Xx (valor

aproximat).

Error absolut

Anomenem error absolut a la diferéncia entre el valor exacte i 'aproximat d’una certa
magnitud:
e,(x)=x-X
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Sovint el valor exacte no és conegut i utilitzem una fita superior d’aquest error:
[ea ()| s €4 (x)

amb la qual cosa
X=X=x¢€,(X)

= [Aubanell1991] p1

Error relatiu

Saber l'error absolut d’una variable no és suficient per conéixer la magnitud del
problema, perqué depén clarament del valor de la variable. Per aixd treballem en
general amb I'error relatiu:

€a(X)

er(x)=

Analogament amb l'error absolut, hom també acostuma a utilitzar-ne una fita superior
per desconeixement de I'error relatiu exacte que s’esta cometent:

ler ()| =€ (%)
amb la qual podem expressar I'error sobre x com
X=X=*g4(X) =§(I:£r(x))

= [Aubanell1991] p1

1.1.2 Fonts d’error

Deixant a banda I'error sempre present pel fet que s’utilitza un model matematic per
descriure la realitat, les fonts d’error es poden agrupar en tres grups basics: entrada,
operacions i sortida.

Errors en les dades d’entrada

L’aparell que proporciona les dades d’entrada tindra una certa precisié, en donar les
dades en representacio decimal

x=a,b" +..+ajb+ag+a_b l +..

o coma flotant
fl(x) = mb4

on anomenem a m mantissa, b base i g exponent. La presentaci6 es fara fins a un cert
decimal, segons tall (supressid de tots els digits a partir del desitjat) o arrodoniment
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(en el qual el darrer digit que es manté s’augmenta en una unitat o no segons les
regles habituals).

= [Aubanell1991] p2-p3

= [Bonet1994] p12-p13

Error d’arrodoniment durant el calcul

A cada pas, I'aparell que calcula arrodoneix (o talla) amb la seva propia resolucio.
Aquesta és una altra de les possibles fonts de l'error, que posa de manifest la
necessitat d’estudiar-ne la propagacio.

= [Aubanell1991] p4

= [Bonet1994] p15

Error de truncament del metode

En resoldre un problema mitjangant un metode numeéric, aquest incorpora un cert error
fruit precisament del fet que és un métode aproximat. Per a alguns d’aquests métodes,
disposem de les expressions d’aquest error, com veurem més endavant. En tot cas,
queda patent la necessitat d’establir per cada metodologia una expressié que indiqui
com és l'error comés.

= [Aubanell1991] p4

1.2 Propagacio

1.2.1 Propagacio de l’error absolut

El problema és qué passa si necessitem avaluar el valor d’'una funcié en la qual una o
més de les seves variables sén conegudes amb un cert error.

Problema unidimensional

Suposem que volem avaluar una funcié y=f(x), on de x tan sols coneixem el seu valor
aproximat x, amb un error
e, (x)=x-X

El teorema del valor mitja ens permet aproximar a primer ordre I'expressié de I'error
absolut de y:

ea (y) ~[f' ®ea (x)

= [Aubanell1991] p5
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Problema n-dimensional

Analogament, la funcié y=f(x) pot dependre d’una variable x que viu a
mn

En aquest cas, suposant que son diverses les components de x que contenen errors,

ea(y) = i
=1

Aquestes expressions son les anomenades féormules de I'error a primer ordre i tan sols
soén exactes per funcions lineals en les variables que contenen error.

d

of (X
)(:) - €a(Xj)

= [Aubanell1991] p6

1.2.2 Propagacio de l’error relatiu

D’igual manera que amb l'absolut, les férmules de propagacié lineals ens permeten
calcular a primer ordre I'evolucié de I'error a través d’'una funcié, en aquest cas per
I'error relatiu.

Formules de propagacio

A partir de la definicié d’error relatiu i de les expressions per 'error absolut, podem
arribar I'expressio per funcions unidimensionals:

e =3P L Xl le, )
y y

i generalitzar-les pel cas n-dimensional:
n

ea(y)zg%i

1=1

of (X)
0X;

er(xi)
Xj

PROBLEMA

Mitjangant les formules de propagaci6é donades, calculeu les expressions seglents:
ea (X1 £X2)
er(x1Xx2)
er(x1/x2)

en funcié dels errors de cada una d’aquestes magnituds.
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RESUM

En aquesta sessido hem exposat les magnituds que s’utilitzen per quantificar I'error en
una variable, les causes principals d’aquest error, i les formules per tal d’estudiar la

propagacio d’aquest error.
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SESSIO 2: Condicionament i estabilitat

FITXA DE LA SESSIO

+ Nom: Condicionament i estabilitat

« Tipus: tedrica

+» Format: no presencial

+ Durada: 2 hores

+ Material:

o Bibliografia basica:
=  [Bonet1994]

o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En la sessi6 anterior vam descriure com quantificar I'error d’'una certa variable, qué pot
causar aquest error, i de quina forma es propaga quan aquesta variable era utilitzada
dins d’una funcié.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 estudiarem de quina forma l'error en una variable pot afectar el
resultat final quan el métode que s'utilitza per fer els calculs no és adequat per a aquell
problema en concret. Estudiarem, per tant, en quines situacions un determinat métode
numeric no és la millor eleccio6 per resoldre el problema.

CONTINGUTS

En primer lloc, exposarem qué determina el bon o mal condicionament d’un problema.
Després, discutirem en quins casos ens podem trobar amb un problema numéricament
inestable, i com resoldre aquesta situacié. Durant tota aquesta sessié ens basarem en
exemples concrets per mostrar millor a qué ens referim en cada cas.

1.3 Condicionament i estabilitat

1.3.1 Condicionament d’un problema

El fet que un problema estigui ben condicionat o no depén del comportament d’aquest
davant d’'una petita variacié de les dades d’entrada. Aixi, direm que un problema esta
ben condicionat si petites variacions en les dades d’entrada provoquen petites
variacions en les dades de sortida. A l'inrevés, no estara ben condicionat si mostra
gran sensibilitat en el resultat per petites variacions en les entrades.

11
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L’'exemple del sistema d’equacions

Un exemple molt tipic és la resolucié d’'un sistema d’equacions lineals. Aixi, el seglent
sistema:

X+2y=3
0.499x +1.001y =1.5

té per solucié x =y =1, mentre que el sistema

Xx+2y=3
0.5x +1.00ly =1.5

té per solucié x =3 i y = 0. Es a dir, una variacié de 0.001 en un dels coeficients
provoca una variacié d’ordre unitat en la solucié. En aquest cas particular, la causa és
que el sistema representa dues rectes casi paral-leles.

= [Bonet1994] p22-p23 (especialment figura 1.1)

1.3.2 Estabilitat numerica

Diem que un algorisme és numéricament estable si els errors d’arrodoniment sén
inofensius de cara al bon comportament del métode. En canvi, direm que és inestable
els errors d’arrodoniment sén dramatics.

L'exemple de les arrels quadratiques

Un cas que apareix sovint és la inestabilitat a I'hora de calcular les arrels d'una
parabola, mitjancant la férmula coneguda

—b++/b* -4ac

2a

Per exemple, si s’aplica per trobar les arrels de la funcié  f(x) = x> = 200x +1

(que sb6n aproximadament 199,995 y 0,005) fent servir només quatre xifres
significatives, obtenim el seglient resultat:

—b=~/b* - 4ac _ 200++/40000-4  200=+~40000 200 =200

2a 2 2 2
490 _ 200
_| 2
9 0
2

L’error absolut és comparable en ambdds, perd I'error relatiu de la segona soluci6 és
desastros degut a l'operacié de resta. En la primera solucio, tot i que té el mateix
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problema d’aproximar 39996 per 40000 (ja que només podem guardar quatre xifres
significatives en els nostres calculs), el resultat pot ser acceptable (encara que si el
substituim en I'equaci6 original ens dona f(200)=1, que és el mateix resultat que ens
déna f(0), i que no s’assembla al f(x)=0 que busquem, per algunes aplicacions aixo pot
no suposar un problema).

La solucié és canviar de formula per aconseguir una que no tingui restes, si és
possible. En aquest cas estem de sort, si ens adonem que

_—b—\/b2—4ac_—b—\/b2—4acx—b+\/b2—4ac_ b* —(b* - 4ac) B
2a 2a —b+~b>—dac 2a(-b+~b*> -4ac)

2 2

2c 2 2
) —b++b* —4ac B 200+ /40000 -4 ) 200 + /40000 2004200 400

X,

0,005

Si el problema succeis a l'altra solucidé (perque el coeficient b fos negatiu), es pot
resoldre de la mateixa manera. Aixi, segons el signe de b, podem calcular una de les
solucions de la manera normal i I'altra aixi, assegurant estabilitat en ambdds casos.

L’'exemple en algorisme recursius

Una altre exemple de meétode numeric inestable és aquell en el qual la recursivitat
propaga els errors i afecta de forma dramatica el resultat final. Per exemple, les
integrals del tipus

1
I, =fdxxnex_1
0

compleixen la relacié (es pot obtenir facilment integrant per parts)

I, =1-nl,_
que ens permet calcular-la per qualsevol n a partir d’'un condicié inicial. Doncs bé,
partint de Iy = 0.632120 (amb sis xifres significatives), que és senzill d’integrar, la
recursivitat dona

Ig =-0,068480

resultat absolutament impossible, doncs la integral és positiva per qualsevol n. El
problema es resol plantejant la recurréncia a l'inrevés.

= [Bonet1994] p19

PROBLEMA

En I'exemple de I'algorisme recursiu, trobeu la férmula de I'error de I, en funcié de
I’error de |y i viceversa. Qué succeeix amb I'error quan n tendeix a infinit en cada cas?
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Assigneu valors aleatoris a |y i apliqueu la férmula de recursivitat cap a rere per trobar
el valor de Iy (un full de calcul pot ser atil). Qué observeu?

PROBLEMA

Resoleu I'equacié 3=0.2-%, on ‘a’ és una parametre de valor 1+0.001, i estudieu
X

els efectes de la incertesa en aquest parametre sobre les solucions de I'equacio.

RESUM

En aquesta sessi6 hem presentat diferents exemples en qué el metode que s'utilitza
no esta ben condicionat, o bé és numéricament estable.
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SESSIO 3: Interpolacié polinomica (i)

FITXA DE LA SESSIO

+« Nom: Interpolacié polindmica (i)
« Tipus: tedrica
+» Format: no presencial
% Durada: 3 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En les sessions anteriors s’han descrit les eines per a treballar en el calcul i
propagacio d’errors, pas previ per a poder presentar qualsevol metodologia dins el
calcul numeéric.

OBJECTIUS

En aquesta primera sessié en qué parlarem d’interpolacié i aproximacio, I'objectiu és
presentar els conceptes basics, les diferéncies entre els diferents metodes, i presentar
els métodes basics per resoldre el problema de la interpolacio.

CONTINGUTS

En primer lloc, presentem les diferéncies entre la interpolacié i I'aproximacié de
funcions. A continuacié, exposem els metodes basics d’interpolacié polindomica.

2 Interpolacio i aproximacio

2.1 Introduccio

2.1.1 Conceptes i definicions

Suposem que, d’'un sistema que volem caracteritzar, coneixem un conjunt de valors
d’entrada, que anomenarem xk, i les corresponents sortides per aquests valors, yk. La
qlestié és com aconseguir una funcié que relacioni entrades i sortides, amb la qual es
caracteritzi el sistema en questié.
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Interpolacio

Una possibilitat €s buscar una funcié, p(x), que passi pels mateixos punts (xk,yk) que
coneixem del sistema. D’aixd se’n diu construir la interpolacié: construir una funcio
aproximadora que compleixi

pP(xk) =Yk
per tots els valors coneguts. En funcié del caracter que aquests punts mostrin del
sistema (trigonomeétric, polindbmic, racional,...), la funcié p(x) es tria d’un tipus o d’un
altre.

= [Aubanell1991] p183-p184

»  [Bonet1994] p85

Aproximacio

Una altra opcié ben diferent és I'aproximacié, és a dir, buscar una funcié que
anomenarem

(%)
a la qual no demanarem que passi per cap punt en concret, siné que minimitzi I'error
respecte els valors coneguts (xk,yk) del sistema. Com definim aquest “error”
determinara quin dels diferents métodes d’aproximacié escollim.

= [Aubanell1991] p201-p202

2.2 Interpolacio polinomica

2.2.1 Introduccio

Per simplicitat, estudiarem el problema de la interpolacié polindmica. Per tant, es
busca un pn(x) (polinomi de grau n) que compleixi

pPn(XK) =Yk

per aquells punts coneguts.

Solucié de grau minim

L’objectiu és, de totes les solucions existents, trobar aquell polinomi de grau minim. Es
demostra que, donades les abscisses {x0,x1,...,xn} de les quals es coneixen les
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corresponents ordenades {y0,y1,...,yn}, existeix i és uUnic un polinomi de grau n que
compleix

Pn(Xk) =Yk
per k=0:n.
=  [Aubanell1991] p185-p186

= [Bonet1994] p86

2.2.2 Interpolacié de Lagrange

Basat en les propietats de la familia de polinomis de Lagrange, és possiblement un
dels métodes més utilitzats, a causa de la simplicitat en la construccié del polinomi.

Polinomis de Lagrange

Donat un conjunt de punts {x0,...,xn}, el polinomi de Lagrange de grau i es defineix
com

(x=x,)@-x_)x-x,) €=-x,) _ . (x_xj)
O = xg) o0 = X, )X —x,) 6 - x,) 58 (g - X))

J=i

Li (x) =

Aquest polinomi és de grau n, i t¢ com a propietat essencial per al calcul de la
interpolacio6 el seu comportament com a delta de Kronecker en els punts {x0,...,xn}:

0 i=]
Li(xj)=6ij ={1 e

= [Aubanell1991] p187

= [Bonet1994] p88

Polinomi interpolador

A partir de les propietats dels polinomis de Lagrange, el polinomi interpolador de grau
n es construeix com

n
Pn(x)=» ykLi ()
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que compleix, per qualsevol dels punts {x0,...,xn}, la condicié d’interpolacio:

n n
pn(xj) = EYkLk(Xj)= Ey@kj =Yj
k=0 k=0

= [Aubanell1991] p187

= [Bonet1994] p87

Error d’interpolacio

Els punts (xk,yk) a interpolar sén “produits” per una certa funcié f(x), que caracteritza
realment el sistema. Fora dels punts que s’interpolen (per on el polinomi passa i, per
tant, comet un error nul), la diferéncia entre el polinomi interpolador pn(x) i la funci6 f(x)
ve donada per I'expressio

1

f(X)-pn(®) = (D)

(x-x0)&-xp)

en que el punt ¢ pertany a I’ interval que conté a les abscisses d’interpolacié {x0,...,xn} i
al punt x en qué s’avalua aquesta diferéncia.

2.2.3 Interpolaciéo de Newton

Anomenada també interpolacié en diferéncies dividides, intenta resoldre un problema
fonamental en Lagrange: amb aquest métode presentat anteriorment, el fet d’afegir
més punts d’interpolacié obliga a calcular-ho tot de nou.

Diferencies dividides

Anomenem diferéncies dividides a unes quantitats que es calculen a partir de
quocients de diferéncies (d’aqui el seu nom), definides de forma recursiva com:

(flx; ]=vi

f[Xi,Xj]=

f[Xi]-f[Xj]

(xi -xj)

f[xi yers X ] ]— f[xi+1 yeees Xk]
(xj -xk)

f[xi,....,xk]=

Per tant, es pot observar com la primera és el mateix valor de la funcio, i a partir
d’aquesta es construeixen les seglients. Una propietat basica de les diferéncies
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dividides és el fet de la simetria en els seus arguments: importa en quins punts es
calcula, no en quin ordre apareixen. Per exemple,

flxi,XjJ=f[xJ~,xiJ
= [Aubanell1991] p190-191

= [Bonet1994] p88-p89

Polinomi interpolador

Si volem no haver de tornar a calcular tots els parametres cada cop que afegim alguna
abscissa d’interpolacid, la base de polinomis a partir de la qual es calcula el polinomi
d’interpolacié es pot construir de la forma segient:

<L (x-x0),(x-X0)X=X])s0 (X—=X() " &K—Xp_1) >

per un conjunt de punts {x0,x1,....xn}. Amb aquesta base, es demostra que els
coeficients ‘a’ que formen el polinomi interpolador

Pn(X) =ag +aj(x-xg)+a(x-xo)x-x1)+..+ap (X -X0)&-Xp_1)
son directament les diferéncies dividides definides en aquest mateix apartat:
ay =f[x0,...,xk]
= [Aubanell1991] p191-192

= [Bonet1994] p88-p89

PROBLEMA

Demostreu que la solucio al problema d’interpolacié existeix i és unica per (n+1) punts
(xk,yk) i un polinomi de grau n.

PROBLEMA

Calculeu el polinomi interpolador dels punts (1,0), (3,2) i (4,2) pels métodes de
Lagrange i diferéncies dividides (Newton). Compareu-ne els resultants i justifiqueu el
resultat obtingut.
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RESUM

En aquesta sessidé hem posat les bases de la interpolacié polinomica, i hem definit els
principals conceptes i presentat els métodes que es basen en un conjunt d’abscisses
predeterminades.
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SESSIO 4: Interpolacié polinomica (ii)

FITXA DE LA SESSIO

« Nom: Interpolacié polindmica (ii)

« Tipus: tedrica

+» Format: no presencial

% Durada: 3 hores

« Material:

o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]

o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En I'anterior sessié6 hem presentat qué és una interpolacié, que significa fer-la amb
polinomis i quins sén els dos principals métodes a partir d’'un conjunt d’abscisses
determinades: Lagrange i Newton.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 presentarem meétodes per millorar els aspectes deficients en els
descrits en la sessid anterior, i quin sén igualment els que apareixen en aquestes
noves metodologies.

CONTINGUTS

En primer lloc, presentarem la interpolacié de Txebitxev com a forma per minimitzar
I'error. A continuacio, la metodologia d’Hermite per tenir en compte els coneixements
sobre la derivada de la funcié a interpolar, i finalment parlarem dels fenomens que
apareixen al intentar interpolar grans conjunts de punts.

2.2.4 Interpolacio de Txebitxev

Els meétodes presentats anteriorment van aportar una formula per a [Ierror
d’interpolacié que depenia d’una certa derivada de la funcié, un factorial i un producte
de binomis:

(g

f(X) —pn(x) = e D)

(x-xg)&=xp)

Minimitzar l'error

Estudiant I'expressidé de l'error d’interpolacid, es veu que l'inic punt en qué es pot
intentar millorar el valor de I'error és en el producte de binomis, que depén de les
abscisses d’interpolacio.
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Es demostra que el conjunt {x0,...,xn} d’abscisses d’interpolaci6 en l'interval [-1,1] que
minimitzen I'error comeés sén els zeros del polinomi de Txebitxev d’ordre n+1:

Th41(xj)=0

Es important destacar que aquest métode tan sols ens déna un conjunt de punts pels
quals l'error d’interpolaciéo és minim. Un cop trobats aquests, la interpolacié s’efectua
per qualsevol dels métodes estudiats.

»  [Bonet1994] p99-p100

Els polinomis de Txebitxev

Els polinomis de Txebitxev es defineixen de forma explicita com:
Th(x) = cos(n arccos(x))
De forma recurrent es poden calcular amb I'expressi6
Ty (x) =2xTy_1 (x) -T2 (%)
a partir de les condicions inicials TO =11 T1 = x. L'expressi6 explicita la utilitzarem en

el calcul dels zeros d’aquests polinomis, mentre que la recurrent ens sera més comode
utilitzar-la per a generar-los.

= [Bonet1994] p99

Propietats

El coeficient de grau més alt d’un polinomi de Txebitxev sempre té el mateix valor,
independentment del grau d’aquest polinomi:

Tp () = 2" (x - x¢) & = xp_1)

En queé {x0,...,xn} son els zeros del polinomi Tn(x). Quina forma tenen aquests zeros?
On s’anul-la un polinomi de Txebitxev? Igualant a zero la forma explicita, obtenim

k=0,1,..,n-1

<p = COS[(ZkH)n]

2n

Nota: aquests sbén els n zeros d'un polinomi de Txebitxev d’ordre n. Per a una
interpolaci6 d’ordre n calen n+1 punts, i per tant un polinomi de Txebitxev d’ordre n+1.
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Si I'interval en qué es vol realitzar la interpolacié no és [-1,1], sin6 un interval qualsevol
[a,b], aleshores hem de fer un canvi de variable lineal del tipus

b-a +a+b
2y2

resoldre el problema i desfer el canvi.

= [Bonet1994] p99-p101

2.2.5 Interpolacio d’'Hermite

Sovint no només tenim informacié sobre el valor de la funcié en certs punts, sin6
també sobre el valor de la derivada en aquells punts. Es possible construir un polinomi
que compleixi ambdues condicions (valor i derivada) generalitzant els métodes de
Lagrange o Newton. El polinomi obtingut a partir d’'aquestes 2(n+1) condicions sera
d’ordre 2n+1.

Generalitzacio de Lagrange

Generalitzar el métode d’interpolaci6 de Lagrange vol dir trobar una base que
compleixi propietats de delta de Kronecker en els valors coneguts de funcié i derivada.
Aixo s’aconsegueix amb el conjunt de funcions

0500 =1-2L 5 (e -x )

W00 = (x=x LT (%)
que compleixen

oj(xk)=djk  ¢j'(xx)=0
Vi(xk) =0 ¥i'(xk)=93jk

D’aquesta manera, el polinomi interpolador es construeix com

n n
Panel (X) = E Yidk (X) + E Yk Wi (%)
k=0 k=0

«  [Aubanell1991] p198-p199

Generalitzacio de Newton

L’objectiu s’assoleix considerant per partida doble cada un dels punts {xo,...,xn} a
partir dels quals interpolem. D’aquesta manera, la base que s’utilitza és

<1,(x—xo),(x—xo)z,(x—xo)z(x—xl),...>
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Al calcular les diferéncies dividides ens trobem amb un problema important, quan s’ha
de calcular la de dos punts iguals:

f[xi,Xi]= —f[xi.]: f[.xi]= (%)

Aquesta indeterminacio es resol de la segient manera:

fx; - flx
flxi xi]= tim flx;x;]= tim M:p(xi)
J

Xj=>Xj Xj—>Xj Xi{i—X
i d’aqui el fet que el polinomi construit també interpoli la derivada.
=  [Aubanell1991] p199-p201

= [Bonet1994] p101-p102

2.2.6 Fenomen de Runge

En principi, sembla que el polinomi interpolador pugui cometre un error tan petit com
desitgem amb el simple fet d’augmentar el nombre de punts amb qué s’interpola. Es a
dir, esperariem que es complis.

lim p, (%) =f(x)

n—oo

Casuistica de Runge

El problema és que en general aquesta relaci6 no és certa: és a dir, no podem
assegurar que l'error global disminuira en augmentar el numero d’abscisses
d’interpolacié. En general, un numero elevat d’abscisses d’interpolacié implicara un
polinomi interpolador altament oscil-lant, a causa del seu grau elevat. En els punts
d’interpolacié el polinomi complira les condicions, perd fora d’ells cometra un gran
error. Aquest és 'anomenat fenomen de Runge.

= [Bonet1994] p102-p104 (especialment la figura de la pagina 103)

PROBLEMA

Sigui la funcié

f(x) =
1+x2

Suposem que la interpolem amb un polinomi de grau n, pn(x), amb abscisses
equiespaiades de la forma
Xk =—5+19k
n

Comproveu que la successio pn(x) divergeix; €s a dir, que a mesura que s’augmenta
n, el polinomi interpolador s’allunya de la funcio f(x).
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RESUM

En aquesta sessié hem presentat dos nous métodes: la interpolacié de Txebitxev, que
assegura el polinomi d’error minim a partir de I'eleccié de les millors abscisses; i la
interpolacié d’Hermite, que interpola el valor i també la derivada en cada abscissa.
Finalment, hem alertat sobre el fenomen de Runge, que impedeix interpolacions amb
polinomis de grau molt alt.

25



LaSaIIe%n Line
ENGINYERES

Universitat Reanot il ==

26



LaSolIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Ll .

SESSIO 5: Aproximacio de funcions

FITXA DE LA SESSIO

+ Nom: Aproximacié de funcions
« Tipus: tedrica
+» Format: no presencial
% Durada: 3 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En les sessions anteriors haviem plantejat el problema de la interpolaci6 com una
forma de, a partir del coneixement d’'una funcié en un conjunt finit de punts, construir
un polinomi que tingués les mateixes propietats que la funcié en questié en aquells
punts (basicament, que passés pels mateixos punts).

OBJECTIUS

En aquesta sessioé posarem les bases per poder treballar el problema de I'aproximacié
de funcions: és a dir, ser capacos de calcular una nova funcié aproximadora que
minimitzi un cert error respecte la funcié que volem aproximar.

CONTINGUTS

Després d’introduir el problema, parlarem de I'espai de Hilbert per fer més natural
conceptes com la ortogonalitat o la projeccio entre funcions en un cert espai.

2.3 Aproximacio de funcions

2.3.1 Introduccio

La interpolacié polindmica que ja hem estudiat ens proporciona un polinomi que
coincideix amb la funci6 que volem aproximar en un cert conjunt de punts.
L’aproximacié de funcions intenta anar més enlla d’aquesta metodologia, i busca una
aproximacio sense restringir que passi per uns punts en concret.
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Minimitzacio de 'error

L’objectiu dels métodes d’aproximacié sera construir una funcié aproximadora, que
anomenarem fn(x), que aproximi correctament la funcio6 f(x) del problema. Qué donara
aquest criteri de “correcte aproximacio”?

Els diferents métodes es distingeixen pel quina magnitud defineixen com a mesura de
'error de I'aproximacié. Un cop escollida una certa manera de mesurar I'error comes,
es tracta de trobar I'aproximacié fn(x) que el minimitza.

= [Aubanell1991] p201-p202

«  [Bonet1994] p109

2.3.2 Espais de Hilbert

Els espais de Hilbert sén espais formats per funcions, analogament als espais
vectorials. Aquesta semblancga ens permet introduir una forma de treballar de caracter
algebraic, definint normes, productes escalars, projeccions, etc.

Elements i pesos

Definim en primer lloc les funcions pes, w (x), com aquelles funcions de recorregut
positiu per a les quals existeixen les integrals

b
fdx o(x) x¥

per qualsevol k. Una funcié pes, com el seu nom indica, mostra quines zones de
l'interval tenen més importancia, de la mateixa manera que les densitats de probabilitat
en variables aleatories.

Quins elements formen part d’'un espai de Hilbert? Totes aquelles funcions en qué el
seu quadrat és integrable amb el pes corresponent:

b
L (a,b) = f:(a,b)—>E}t/fdm(x)f(x)2 <

a

Per tant, I'interval i la funcioé pes determinen de quin espai de Hilbert estem parlant.
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Producte escalar i norma

De la mateixa manera que quan treballem en un espai vectorial definim una operacié
interna producte escalar, en aquest cas també. Definim el producte escalar entre dues
funcions, f(x) i g(x), com

b

<f,g>,= f dx w(x) f(x)g(x)

L’'operacié aixi definida compleix les dues propietats basiques d’'un producte escalar:
és simetrica als seus arguments (<f,g>=<g,f>) i sempre és positiva o nul-la amb una
funcio per si mateixa (<f,f>20).

Definit un producte escalar, el pas segient és definir una norma, com l'arrel quadrada
del producte d’una funcid per si mateixa:

Ifl, =V<f.f >0

= [Aubanell1991] p206

Errors

L’error es defineix sempre com la diferéncia de la funcio f i la seva aproximacio, fn(x):
e(x) = f(x) - (x)

A partir d’aqui, existeixen principalment dues opcions de norma d’aquesta funcio: la
més utilitzada, la norma euclidiana (que quotidianament diriem “distancia”):

b 1/2

2
||e||2 o= fdx o(X) |e(x)|
a
O bé 'anomenada norma del maxim, que es preocupa estrictament pel valor maxim de
la funci6 en un cert interval:

Definit un producte escalar, el pas seglent és definir una norma, com l'arrel quadrada
del producte d’una funcié per si mateixa:

ey, = 00

s

=  [Aubanell1991] p204-p205

2.3.3 Families de polinomis ortogonals

En la sessi®6 seglent veurem com construirem [I'aproximacié mitjangant una
combinacié lineal dels elements d’'una base. En 'algebra veiem que la comoditat en els
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calculs és important si els elements de la base sbén ortogonals. En particular, és
interessant saber calcular families de polinomis ortogonals.

Polinomis ortogonals

Una familia de polinomis {PO,...,Pn} sén ortogonals si compleixen

<P;.Pj >=5;{Pi|”

Es a dir, si el seu producte escalar de dos elements qualsevol de la familia és sempre
zero, excepte quan és el mateix polinomi. Llavors recuperem la norma al quadrat.
Recordant que el producte escalar de dues funcions es planteja com

b
<f,g>¢= f dx o(x) f(x)g(x)

veiem com l'interval i la funcié pes determinen la familia ortogonal.

Un exemple: polinomis de Legendre

Un cas habitual és aquell en el qual la funcié pes és la unitat w (x) = 1, ponderacié
homogénia a tot I'interval) i I'interval de treball el [-1,1]. Comencem per buscar els
polinomis de grau 0 (PO = a) i grau 1 (P1 = bx+c). Han de complir

1
<Py, P >=fdxa(bx+c) =0
-1

la qual ens doéna una condicié per tres parametres. El problema es repeteix per als
altres polinomis de la familia: hem d’imposar més condicions. Una solucié habitual és
demanar que cada un d’ells sigui un polinomi monic. En aquest cas no demanem que
siguin monics, pero fixem:

Py =1
P1=X

i la resta segueixen la relacié recursiva
m+DPy —@n+DxP, +nPy_1 =0

Per a d’altres casos habituals, les families ortogonals estan tabulades. Sén d’especial
interés les families de polinomis de Laguerre, Hermite i Txebitxev.

= [Aubanell1991] p223-p226

= [Bonet1994] p118-p119
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RESUM

En aquesta sessi6 hem presentat el problema de I'aproximacié de funcions, introduit
els conceptes relatius a espais de Hilbert (bases, normes, productes escalars,...) i
finalment hem exposat com construir una familia de polinomis ortogonals a un interval i

funcié pes fixats.
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SESSIO 6: Aproximacioé per minims
quadrats

FITXA DE LA SESSIO

« Nom: Aproximacié per minims quadrats
« Tipus: tedrica
+ Format: no presencial
% Durada: 3 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En la sessi6 anterior vam introduir el problema de I'aproximacié de funcions, juntament
amb les dues principals normes de l'error que s'utilitzen: la norma euclidiana i la norma
del maxim.

OBJECTIUS

En aquesta sessio presentarem la metodologia per construir una funcié aproximadora
gue minimitzi la norma euclidiana de I'error respecte la funcié original.

CONTINGUTS

Parlant dels minims quadrats, s’exposa la forma de la funcié d’error, les operacions
que cal fer per minimitzar-la, i el resultat final per calcular els parametres de la solucio.

2.3.4 Minims quadrats

L’objectiu d’aquest metode és construir una funcié fn(x) que aproximi la funcié f(x)
minimitzant la norma euclidiana del seu error, ¢(x) = f(x)-f} (x)-

Construccioé de I'aproximacio

La funcié fn(x) la construim a partir de la combinacié lineal d’'una familia de funcions
{(pO""’ (pn}

£a(x) = ) 2k (%)
k=0
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Per tant, conéixer la solucié fn(x) del problema equival a coneéixer el valor dels
coeficients ‘a’.

[Aubanell1991] p203

Funcio a minimitzar

La norma euclidiana de I'error es calcula com

/2
feal,, ==l )

Per comoditat, minimitzem la norma quadratica, ja que a causa del caracter de la
funcié trobem la mateixa solucio:

L R e o

Per tal de trobar el minim, imposem I'anul-lacié de les parcials de la funcié error
quadratic respecte dels coeficients que volem trobar:

d<f-f,,f-1f, > ~0
Gak

= Referencia on trobar la informacié: pagina llibre, apunts, ... [Autor99]

Equacions normals

Imposar les parcials nul-les de I'error quadratic respecte els coeficients {a0,...,an} ens
porta al que anomenem equacions normals:

n

Eai<cpi,(pk >=<f @ > , k=0.,.,n

=0
La resolucio d’aquest sistema d’equacions lineals en els coeficients ens dbéna els
valors d’aquests per la funcié aproximadora fn(x). Es demostra que aquest sistema té
solucié unica per qualsevol funcié a aproximar si i només si les funcions {@o,..., @5} sOn
linealment independents.

=  [Aubanell1991] p207-p209

= [Bonet1994]p113
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Calcul dels coeficients

Per un conjunt particular de funcions {@o,..., ¢n}, €ens podem estalviar la resolucié del
sistema, un problema numeéricament complex i costés. Si aquestes funcions sén
ortogonals:

<Qi, P >=djx <Py, Py >
aleshores tots els productes escalars que apareixen en les equacions normals sén
nuls, excepte aquells que sén d’una funcié amb ella mateixa. Aquest fet porta a unes

equacions de resolucio “directe”:

<f,p >
ay =————
<Qk,Pk >

= [Aubanell1991] p212-p213

= [Bonet1994] p113

Interpretacio algebraica

Des d’'un punt de vista més algebraic, podem interpretar el conjunt de funcions {@y,...,
¢@n} com una base capa¢ de generar I'espai en qué viuen aquelles funcions que s’ha
d’aproximar (d’aqui els conceptes relatius als espais de Hilbert). D’aquesta manera, els
coeficients ‘a’ sén aquells que determinen I'element del conjunt amb millor projeccio
sobre la funcié que s’ha d’aproximar, f(x). Igual que en l'algebra, els coeficients d’una
combinacié lineal per descompondre un element del conjunt s’obtenen mitjangant la
projeccié (matematicament, un producte escalar) d’aquest element sobre els elements
de la base:
<f,qp >

a, =
<QPk,Px >

= [Aubanell1991] p208 (vegeu especialment la figura Ill.1)

Exemple de minims quadrats

L’objectiu d’aquest exemple és aproximar la funcio
f(x)=e*

mitjangant una recta que minimitzi I’error quadratic en l'interval [-1,1].

Exemple: Aproximacioé continua

L’aproximacié la fem mitjangant una recta,

£ (0 =11()

35



LaSoIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Reanot Liull ==

Per tant, la base de funcions tindra dos elements que per simplicitat escollirem com @
=1 i ¢q=x. En primer lloc, comprovem que son dos elements ortogonals:

1 59!

X
<@y, >= [dxl-x=—| =0
0,9 j; 5

-1

| d’aquesta manera és possible aplicar la férmula del calcul de coeficients a partir de la
simplificacié de les equacions normals a equacions de projeccié:

dxe*
f
ag = ——%0 > _ -l L e—l
<Cp0,(p0> 1 2 (S
fdx
-1
1
fdxxex
<f,(p1> -1 3
a| = = 1 =—
<P, > ©

Amb la qual cosa, I'aproximaci6 en forma de recta que minimitza I'error quadratic en tot
linterval és

f,(x) =1.185+1.10x

Exemple: Aproximacio discreta

Una altra opcié és construir una aproximacié minimitzant I'error quadratic en un conjunt
de punts. Escollim el conjunt d’abscisses

_1)__1707171
2 2

i mantenim la mateixa base formada per les funcions @o =1 i @ = X, que també sbn
ortogonals en aquests punts:

4
<@, >= E(PO(Xk)cPI(Xk)=0
=0
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Els coeficients segueixen calculant-se mitjancant les férmules de projeccioé:

4

_SSe> By

0 4

<@y Py > 1

x, e
</.0> ;k =115

a1= =

4
<@, > ZXZ
k

i I'aproximacié en forma de recta que minimitza I'error quadratic en el conjunt

d’abscisses
{_ 1’__1,07151}
2 2
és la funcié
fi(x)=1.27+1.15x

PROBLEMA

Calculeu la constant que millor aproxima la funcié f(x)=e* en l'interval [0,1], segons la
norma | ||2

PROBLEMA

Calculeu el polinomi de primer grau que aproxima per minims quadrats la funcio
f(x)=In(1+x) en linterval [2,4]. Calculeu també la recta interpolador pel métode de
Newton. Avaluant per ambd6s metodes In 4, discutiu quin dels dos métode us sembla
més eficient.

RESUM

En aquesta sessi6 hem representat el primer dels dos métodes que estudiarem en
aquest curs per aproximar funcions: els minims quadrats. Hem estudiat la forma de
generar aquesta aproximacié, com calcular-ne els coeficients i la seva interpretacio
algebraica.
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SESSIO 7: Aproximacié minimax

FITXA DE LA SESSIO

+« Nom: Aproximacié minimax
« Tipus: tedrica
+» Format: no presencial
+« Durada: 3 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En la sessio anterior vam presentar una forma d’aproximar una funcié, tot minimitzant
'error quadratic: el métode dels minims quadrats. Anteriorment ja vam explicar que la
funcié a minimitzar és el que diferencia els métodes d’aproximacio.

OBJECTIUS

En aquesta ocasié presentarem un nou metode d’aproximacié, basat en la
minimitzacié de la norma del maxim de la funci6 error, estudiant especialment aquells
casos en que la resolucio del problema és factible analiticament.

CONTINGUTS

En primer lloc, exposem el teorema de caracteritzaci6 de Txebitxev, que indica les
abscisses a partir de les quals aproximar. A continuacid, s’exposa la forma de calcular
els coeficients de I'aproximacio, i algunes de les propietats que faciliten el calcul en
casos particulars.

2.3.5 Aproximacio minimax

L’objectiu d’aquest métode és construir una funcié fn(x) que aproximi la funcié f(x) i
que permeti minimitzar la norma del maxim del seu error, e(x) = f(x) - f}, (x)-

Teorema de caracteritzacio de Txebitxev

Per raons de simplicitat, estudiarem nomeés el cas d'una funci6é pes unitat, w(x)=1, i

d’'una funcié aproximadora en forma de polinomi, pn(x). Sobre un polinomi, sabem que
no pot tenir més arrels que el seu grau, tret que sigui idénticament nul. D’aqui es pot
arribar a demostrar que existeixen almenys n+2 abscisses

as<fj<...<E,, =b
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en qué el modul de I'error correspon a la seva norma del maxim:
ea @ =leal.. = maxfen o)
xEa,b

»  [Aubanell1991] p231

Propietats de I'error maxim

En les n+2 abscisses en qué I'error pren el seu valor maxim, ho fa amb alternanca de
signes:

en(80) = —en (€)== (=D ey Epar)
propietats coneguda habitualment com de I'equioscil-lacié de I'error. Com calculem

quines sbén aquestes abscisses? En optimitzar I'error (en sén maxims o minims,
contant el signe), compliran que

en'(gj) =0
excepte si alguna d’elles coincideixen amb el extrems de l'interval, problematica que
es troba en els casos de

Ep=a o0&y =b

Aix0 es resolt sabent que si
Signe(f(n+l) (x))= cnt

en tot l'interval [a,b], aleshores es demostra que

Ep=a
En+1 =b

= [Aubanell1991] p231-p232

Minimax polinomial

Hi ha un cas particularment interessant, en el qual els calculs a realitzar sébn més
simples: aquell en qué 'objectiu és aproximar un polinomi per un altre polinomi de grau
menor. Suposem que volem aproximar un polinomi

Pn+1 (X)
per un altre

pn(X)

A partir de les propietats dels polinomis de Txebitxev, es demostra que I'aproximacio
que minimitza I'’error maxim es construeix com:

Pn(X) =pps (X) - Snsl The1 (%)

21’1
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en qué el coeficient

An+l
és el de grau més alt del polinomi de mateix grau que ‘a’:
n+l
Pna(X)=a,4X  +..+2a;X+3a

Aquestes expressions funcionen per al cas en qué l'interval al qual s’aproxima és el [-
1,1]. En cas contrari, el primer que hem de fer és un canvi de variable lineal.

= [Aubanell1991] p235

Exemple d’aproximacio minimax

L’objectiu d’aquest problema és aproximar la funcié f(x)=In x mitjangant una recta

p1(x)=ox+p

que minimitzi I'error maxim en l'interval [1,2].

Exemple: Calcul de les abscisses

El teorema de caracteritzacid6 de Txebitxev ens assegura l'existéncia d’un conjunt
d’abscisses

asg)<...<E,,=b

en les quals el modul de I'error és maxim. Si aproximem la funcié mitjangant una recta
(polinomi de grau n=1), aleshores existeixen {&q, &1, &} amb aquesta propietat. Com el
signe de la derivada d’ordre n+1 és constant en [1,2]:

-1
f'(x)=—<0
<2
podem assegurar que
€ =
Ey =2
El punt &, el trobem demanant
e'(§)=0
i obtenim
1
E =—
o
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Exemple: Coeficients de I'aproximacio

Per trobar els coeficients de la recta aproximadora pel maxim utilitzem les propietats
d’equioscil-lacié de I'error:

e(€g) =-e(§) =e(&)
Resolent aquestes igualtats amb les abscisses obtingudes anteriorment s’obté

oa=In2

[3=—%[1n2+1n(ln2)+1]

PROBLEMA

Calculeu la constant que millor aproxima la funcié f(x)=¢* en linterval [0,1], segons la
norma | |_.

PROBLEMA

Utilitzeu les formules del minimax polinomial per aproximar una parabola f(x)=x?
mitjangant una recta en linterval[0,1].

RESUM

En aquesta sessi6 hem representat el primer dels dos métodes que estudiarem en
aquest curs per aproximar funcions: els minims quadrats. Hem estudiat la forma de
generar aquesta aproximacié, com calcular-ne els coeficients i la seva interpretacio
algebraica.
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SESSIO 8: Integracié numerica en
abscisses conegudes

FITXA DE LA SESSIO

« Nom: Integracié numeérica en abscisses conegudes
« Tipus: tedrica
+ Format: no presencial
+« Durada: 3 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

Anteriorment hem estudiat els métodes per interpolar o aproximar el comportament
d’'un sistema a partir del coneixement parcial d’aquest: el valor en algun dels seus
punts, la funcié que caracteritza el comportament, etc.

OBJECTIUS

En aquesta primera sessidé dedicada a la integraci6 numeérica, I'objectiu basic és
presentar la manera d’actuar d’ara endavant en aquest tipus de problemes, i presentar
alguns dels métodes més simples que utilitzarem.

CONTINGUTS

En primer lloc estudiarem els dos métodes més basics (Trapezis i Simpson), que
generalitzarem en les féormules d’integracio interpolatoria per un interval. Finalment,
presentarem les formules de Newton-Cotes com I'aplicacié de les anteriors en intervals
compostos.

3 Integracié numerica

3.1 Integracié en abscisses donades

3.1.1 Regles dels Trapezis i Simpson

Aquestes regles impliquen el calcul aproximat d’'una integral a partir de I'aproximacié
de la funci6 a integrar per polinomis de grau baix.
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Regla dels Trapezis

En un interval [a,b], una primera aproximacio és interpolar la funcio f(x) a integrar per
una recta:

-b -
pl(x)=f<a>§ +f(b>§ 2

En aquesta aproximacié cometem un error igual a I'error d’interpolacié:

PO —ayx-b)

e1(x) = 5

Per tant, la integral es calcula de la forma:

b b B o3
fdxf(x) - fdx(p1 (x)+e;(x))=..= ® . 2) [£(a) + £(b)]- (bTa) £11(8)

Es important fixar-se que l'error va com el cub de 'amplada de linterval. Aquesta
poténcia ens donara, pels diferents metodes, I'ordre de magnitud de I'error.

= [Aubanell1991] p337-p338 (vegeu especialment la figura IV.2)

= [Bonet1994] p142

Regla de Simpson

Una altra opcidé que en un principi ens donaria més precisioé seria interpolar la funcié
f(x) a linterval d’integracié [a,b] per una parabola, amb la qual cosa necessitariem el
valor d’aquesta funcidé en un tercer punt. Escollint com a tercer punt el punt mitja de
I'interval,

a+b
2

i interpolant per un polinomi d’ordre 2, la férmula d’integracié que s’obté és:

b
a+b

fdxf(x) = % [f(a) + 4f( >

h°
J+ f(b)] - ot

en que h és la distancia entre les abscisses d’integracio,

_(b-a)
2

h

Aixi com al métode dels Trapezis hi ha un interval d’amplada h entre a i b, aqui en
tenim dos.
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Es interessant notar com la poténcia de l'interval en I'error és dos ordres superior que
en el cas dels Trapezis. Aixo ens diu que I'error d’aquesta férmula és menor que la de
Trapezis.

=  [Aubanell1991] p335-p337

= [Bonet1994] p142

3.1.2 Integracio interpolatoria

Les regles estudiades anteriorment son casos particulars d’'una metodologia molt més
extensa: interpolar per un polinomi de grau n la funcié a integrar, i obtenir una formula
aproximadora a partir dels valors de la funcié en certes abscisses.

Formula d’integracio interpolatoria

En general, el métode s’aplica a l'interval [a,b] a partir d’'un conjunt d’abscisses a = x0
< x1 < ... < xn = b. Se substitueix la funci6 a integrar per un polinomi pn(x) interpolat
(per exemple, amb el métode de Lagrange):

£ =pa () = Y F(x )L (x)
k=0

D’aquesta manera, la formula d’integracioé aproximada és

b b n n
fdxf(x) - fdx Ef(xk)Lk(x) - E Apf(xy)
a a k=0 k=0
en que els coeficients A es calculen com
b b
Ay = [dxLy (x) = dxn g
k f k f L Xk —Xj
a a J=k J

Es a dir, aquests coeficients no depenen de la funcié f(x) que s’ha d’integrar, sin6
només de les abscisses d’integracio.

= [Aubanell1991] p334

Error de la integracio interpolatoria

En general, interpolant f(x) per un polinomi pn(x) es comet un error

f(n+l)
£ =pn(9) = &) (x _xg) k= x)
(n+1)!
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amb la qual cosa podem escriure la formula de l'error interpolatori per un grau n
qualsevol:

an £+ &) p

xda,b
Wfdxkx—xo)””@—xnﬂ

|en|S

Particularitzant per n=1 i n=2 s’obtenen les formules d’error de Trapezis i Simpson.

»  [Aubanell1991] p336

3.1.3 Formules de Newton-Cotes

Habitualment, les abscisses que s’utilitzen per integrar en un cert interval sén punts
equiespaiats, amb la qual cosa s’obtenen unes formules amb propietats interessants,
anomenades de Newton-Cotes, i de les quals estudiem directament els casos
compostos.

Formules d’integraciéo compostes

La metodologia és la mateixa que en els casos anteriors, amb la diferéncia que en
aquest cas s‘aplica a cada un dels subintervals amb qué dividim [a,b]. Es a dir, amb les
abscisses a = x0 < x1 < ... <xn =b dividim l'interval d’integracié en n subintervals, i en
cada un d’ells utilitzem una férmula interpolatoria de grau m:

fdxf(x) E fdxf(x) E EAkka+(J l)m
=l xi_

L’interés rau en el fet que els coeficients A ara ni tan sols depenen de les abscisses
d’integracié. Per un interval [a,b] qualsevol:

Ay fdek(x) fdxHXk ~ —hfdtl_[k—J

J=k

OL

veiem com els coeficients a tan sols depenen de l'interval inicial [a,b] i de I'ordre de
I'aproximacio, n.

Trapezis i Simpson compostos

Particularitzant les formules anteriors per als casos més simples, obtenim els seglents
resultats: per al cas de Trapezis (és a dir, dividim en n subintervals i interpolem per
una recta la funcié que s’ha d’integrar en cada un d’aquests intervals), la férmula
d’integracio és:
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T = g[f(x0)+2f(x1)+2f(x2)+....+2f(Xn_1)+f(Xn)]

i 'error comés

er=- 2 n2rg

Pel que fa a Simpson (interpolacié amb paraboles a cada subinterval), obtenim
I =g[f(xo)+4f(x1)+2f(x2)+....+2f(xn_2)+4f(xn_1)+f(xn)]

amb un error donat per I'expressio

_ (b a) @iv)
®s = =130 h* )

Aqui cal remarcar que tenim n intervals d’amplada h, agrupats en n/2 paraboles
d’amplada 2h. Dit d’'una altra manera, h és la distancia entre punts, no 'amplada de les
paraboles.

= [Aubanell1991] p339-p340

= [Bonet1994] p147-p148 (vegeu especialment la taula 1)

PROBLEMA

Demostra, sense fer servir la formula de l'error, que la integracié per Trapezis és
exacta si la funcié que s’ha d’integrar és una recta, i la integracié per Simpson ho és si
la funcié que s’ha d’integrar és un polinomi cubic. Justifica com pot ser aquesta darrera
afirmacié, si Simpson interpola només per una parabola cada interval d’integracié.

RESUM

En aquesta sessi6 hem presentat els métodes més senzills d’integraci®6 numerica
(Trapezis i Simpson) com a casos particulars de la integracio interpolatoria. Finalment,
hem generalitzat aquests conceptes a la integracié composta.
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SESSIO 9: Integracié gaussiana

FITXA DE LA SESSIO

« Nom: Integraci6é gaussiana
« Tipus: tedrica
+» Format: no presencial
% Durada: 3 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En la sessi6 anterior vam presentar les férmules d’integracié corresponents a aquells
meétodes en qué les abscisses en les quals interpolem la funcié sén conegudes, sovint
equiespaiades.

OBJECTIUS

En aquesta estudiarem de quina manera podem escollir les abscisses d’integraci6 per
tal que la férmula que obtinguem tingui el menor error possible respecte del resultat
exacte.

CONTINGUTS

En primer lloc presentem les abscisses d’error minim, i sobretot com calcular-les a
través dels polinomis ortogonals al problema. A continuacid, mostrem com es
transformen les férmules d’integracié en realitzar la interpolacié en aquests punts.

3.2 Integracié gaussiana

3.2.1 Abscisses d’integracié gaussiana

L’objectiu és trobar un conjunt d’abscisses {xk} per interpolar la funcié que s’ha
d’integrar de manera que el resultat sigui exacte per al major nombre possible de
funcions que cal integrar:

b n

dxw(x)f(x) = Af(xg)
Jroeier g
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Calcul de les abscisses

Per a qualsevol funcié pes w(x) i interval [a,b], existeix un conjunt d’abscisses
{x0,...,xn} que asseguren que la férmula

b n

dxow(x)f(x) = A f(xg)
oo g

€s exacta per a polinomis de grau igual o menor a 2n+1, és a dir, per a
f(x)EPon41

Aquestes abscisses son les arrels del polinomi de grau n+1 de la familia de polinomis
ortogonals del problema.
Es interessant observar d’entrada el guany respecte de les férmules d’integracié en
abscisses equiespaiades, per les quals n+1 punts implicava en general exactitud del
calcul per f(x)Ep, -

= [Aubanell1991] p347-p349

= [Bonet1994] p154-p155

Polinomis ortogonals del problema

Igual que passava en d’altres métodes desenvolupats ja en aquest curs, una funcio
pes i un interval determinen una familia de polinomis ortogonals. La familia {@o,..., ®n}
compleixen

b
<. >= f dxa(x)@; (X)) (x) =0 sii=j
a

Aquest fet ens porta a una conclusi6 important: les abscisses no depenen de la funcié
que s’ha d’integrar en cada problema, tan sols de l'interval i de la funcié pes. Per
aquest motiu, les families polinomis corresponents a les funcions pes i intervals més
tipics estan tabulades.

= [Bonet1994] p153-p154

3.2.2 Formules d’integracio

Es important tenir clar que aquesta metodologia és analoga a qualsevol altre métode
d’integracié numeérica presentat fins al moment, amb I'Gnica diferéncia de com escollir
les abscisses d’integracio.
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Calcul dels coeficients

Dit d’'una altra manera, la férmula que utilitzem segueix sent

b n
oo = Y Akt
a k=0

amb {xk} les abscisses d’integracié gaussianes, i amb els coeficients A calculats com
habitualment, a partir dels polinomis de Lagrange:

b
Ay = f dxa(x)Ly (x)

Una altra manera de calcular aquests coeficients A és plantejant la formula general im
imposant exactitud per polinomis de grau 2n+1:

b n
fdxoo(x)l - EAkl
a k=O

b n
fdxm(x)x = EAk Xk
a =0

b n
fdxw(x)x2n+1 _ E Ay Xin+1
a k=0

= [Aubanell1991] p348-p351

= [Bonet1994] p154

Error de la integracio gaussiana

En el fons, la integral s’aproxima interpolant la funcié que s’ha d’integrar per un
polinomi construit a partir de les abscisses calculades com anteriorment s’ha exposat.
A partir de lerror d’aquesta interpolaci6 podem calcular l'error de la formula
d’integracio, i arribem a una expressio:

| 2
(2n+2)! AL

en(x)= <®n+1>Pn+l1 >

enque A,,; és el coeficient del terme de grau més alt del polinomi ¢, ;.

»  [Aubanell1991] p349-p350

= [Bonet1994] p155-p156
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PROBLEMA

Calculeu el valor aproximat de la funcié de distribucié gaussiana normalitzada a x = -1,
donada per la integral

mitjan¢ant una formula d’integracié gaussiana de dos punts.

PROBLEMA

En la formula d’integracio

1
f dxf(x) = f(a) + f(-a)
-1

calculeu el valor del parametre a si ha de ser exacta per polinomis de grau < 2 o per
polinomis de grau < 3.

RESUM

En aquesta sessi6 hem desenvolupat la metodologia gaussiana d’integracid, que
consisteix a integrar numéricament una interpolacié polindmica de la funcié que s’ha
d’integrar, a partir de les abscisses gaussianes.
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SESSIO 10: Méetodes d’acceleracio

FITXA DE LA SESSIO

« Nom: Métodes d’acceleracio

« Tipus: tedrica

+» Format: no presencial

+« Durada: 3 hores

« Material:

o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]

o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En les dues sessions anteriors a aquesta hem establert diferents metodologies per
calcular numeéricament integrals definides. En totes elles, hem estudiat la corresponent
féormula que ens proporciona informacié sobre I'error comés a partir del niumero
d’interval amb qué es realitza el calcul.

OBJECTIUS

L’'objectiu d’aquesta sessid és estudiar diferents formes de millorar la precisié del
calcul realitzat, a partir de I'estudi de I'’error comeés.

CONTINGUTS

En primer lloc mostrarem de quina manera s’acostuma a calcular el numero d’intervals
optims per al problema en qlestié. A continuacid, desenvoluparem dues maneres
d’estudiar I'error i com millorar I'aproximacié realitzada (Euler-Maclaurin i Richardson).

3.3 Méetodes d’acceleracio

3.3.1 Estimacio del pas

Estudiem, en primer lloc, de quina manera s’estableix el valor del pas o amplada de
linterval (h) en un métode d’integracié numeéric a partir de la precisié buscada.

Estimacio del residu

Si suposem que volem el resultat amb una certa precisio €, imposarem que el modul
del residu o error sigui menor que €/2. Per exemple, en el cas del métode dels
Trapezis:

(b-a)’

[§] =
ealr 12n2

max|f"" (x)| <§
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Doble computacié

A la practica, és dificil d’avaluar el valor de la derivada que apareix en la férmula de
lerror. Per aix0, s’acostuma a avaluar per un numero d’intervals n i 2n
successivament, i s’atura quan es compleix que

L —Ipn| <

en qué € segueix sent la precisié desitjada. En cas que aquesta relacidé sigui certa,
s’utilitza 2n com a namero d’intervals.

3.3.2 Formula d’Euler-Maclaurin

Sabem que l'error de les formules d’integracié depén de l'ordre d’'una certa poténcia
del pas h. Intentant desenvolupar aquest error en série de poténcies de h, obtenim una
forma per fer un estudi sobre com corregir el resultat aproximat obtingut, en funcié dels
anomenats numeros de Bernouilli.

Numeros de Bernouilli

Si intentem desenvolupar en série de poténcies la funcioé f(x) = XL
e” -1
obtenim la série

en que Bn sbén els anomenats numeros de Bernouilli, els primers valors dels quals sén

1 1
Bg=1l By=-— By =-—
0 1 5 2 6

B3 =0 B4=-3—1O Bs =0

Aquests valors apareixen sovint en alguns desenvolupaments en série, com passa en
el cas que exposem a continuacio.

=  [Aubanell1991] p280 (enunciat problema 111.11)

= [Bonet1994] p149
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Formula d’Euler-Maclaurin per Trapezis

En general, podriem demostrar que l'error en una férmula d’integraci6 numeérica
interpolatoria admet una descomposicié en poténcies del pas h. Particularitzant pel
meétode dels Trapezis, es compleix (sota certes condicions):

[e¢]

b

Bok . 2k |- (2k-1) (2k-1)

T, - [dxf(x) = Y —=<h=¥|f b)-f

n f xf(x) 2 o [ (b) (@)
A =

Aquesta expressié ens permet corregir I'error comeés tot afegint al resultat aproximat
obtingut per Tn els primers termes de la série de l'error.

[Aubanell1991] p343

»  [Bonet1994] p149-p150

3.3.3 Extrapolacioé de Richardson

Una altra forma d’actuar és intentar cancel-lar els primers termes de l'error amb
diferents avaluacions d’un cert métode. Per tal de fer-ho, necessitem informaci6 sobre
la dependéncia funcional de 'error respecte la séerie de poténcies de h.

Un exemple per Trapezis

Pel cas dels Trapezis, la férmula de Euler-Maclaurin ens indica que podem
desenvolupar I'error comés en poténcies parells del pas h:

b
fdxf(x) =Ty, +ayh? +ash* +..
a

Si repetim el calcul per un niumero doble d’intervals,

b
ay.2 344
dxf(x)=T +—=h“+—h" +..
f (x)=Th/2 1 16
a

Calculant un terg¢ de la diferéncia entre quatre vegades la férmula anterior (amb un pas
h/2) i la primera (amb un pas h), obtenim

b
fdxf(x) = %[4Th/2 ~Tp J+bgh® + ...
a

Es a dir, obtenim una avaluacio de la integral amb un error menor, de 'ordre h*.

= [Bonet1994] p151
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Extrapolacio per Trapezis

L’'operacié anterior es pot generalitzar diverses vegades, amb els coeficients
necessaris per eliminar els termes seglents de I'error. A canvi, cada cop és necessari
calcular I'aproximacié per una amplada de l'interval la meitat que I'anterior. El calcul es
fa seguint un esquema com el segulent:

Th
4Th/2 =Th _ 1
3 ~ "h/2
1 1
T 16Ty 4 - Thyo _ 12
h/2 T 15 T 'h/4
ATh/a =Th/2 _ 11
3 ~ "h/4
Th/a
I la formula general, per un pas k, és igual a:
gkrk-1 _ k-1 1
Tk _ h/2'  h/2"-

h/2! 4k _q
= [Aubanell1991] p363-p364

= [Bonet1994] p151-p152

PROBLEMA

1
. 2 .
Volem calcular la integral fdxe‘X amb un error menor que 0.0001. Calculeu quina ha
0

de ser 'amplada de l'interval si utilitzarem el métode dels Trapezis corregit amb el
primer terme de la féormula d’Euler-Maclaurin. Quants intervals haurieu d’utilitzar si
busquéssiu la mateixa precisié amb el métode dels Trapezis sense corregir?

PROBLEMA

1
2
Repetiu el problema anterior, sobre la integral fdxe_x , utilitzant I'extrapolacié de
0

Richardson amb el métode dels Trapezis calculat per n=2, n=4 i n=8. Quina conclusié
en traieu?

RESUM

En aquesta sessio hem presentat dues metodologies per a corregir el calcul aproximat
mitjancant el métode dels Trapezis: la féormula d’Euler-Maclaurin i I'extrapolacio de
Richardson. La filosofia d'ambdds meétodes és valida per a qualsevol altra férmula
d’integracio interpolatoria.
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SESSIO 11: Integracié impropia

FITXA DE LA SESSIO

+ Nom: Integracio impropia

« Tipus: tedrica

+» Format: no presencial

+« Durada: 2 hores

« Material:

o Bibliografia basica:
= [Aubanell1991]
= [Bonet1994]

o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

Els métodes descrits en les sessions anteriors ens permeten calcular de forma
aproximada integrals definides, per intervals [a,b] finits i funcions fitades.

OBJECTIUS

En els casos de les integrals impropies, un dels dos requeriments no es compleixen:
les funcions poden no ser fitades (impropies de segona espécies) o bé tenir limits
d’integracié no finits (impropies de primera espécies). L'objectiu és conéixer quins
meétodes utilitzar en aquests casos.

CONTINGUTS

En primer lloc exposarem les metodologies que permeten integrar numeéricament
integrals impropies de primera espécie, tant les basades en canvis de variable com
aquelles en qué es menysprea una part de la integral. A continuacié seguirem el
mateix esquema per a les de segona especie.

3.4 Integrals impropies

3.4.1 Impropies de primera especies

Les integrals impropies de primera espécie son aquelles en qué un limit d’'integracio6 és
infinit:

f dxf(x)

a

Suposarem que les integrals que s’han de calcular tenen un valor finit (és a dir, son
convergents), i que per tant les funcions que s’han d’integrar compleixen la condicio
necessaria de convergeéencia:

lim f(x)=0

X —>00
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Canvi de variable

Una opcio6 per salvar el problema provocat pel limit infinit (si el limit és infinit, en quants
subintervals dividim linterval d’integracié?) és fer un canvi de variable que porti la
integral a tenir uns limits d’integraci6 finits. Si fem

t=e

dx=—ldt
t

la integral es transforma de la seglient manera:

o) e @
f(-Int)
dxf(x)=..= [fdt

Es bo adonar-nos que tan sols hem transformat el problema, doncs malgrat tenir un
interval finit la funcié que s’ha d’integrar té una asimptota vertical en t=0 (integral de
segona especie).

Pas al limit

Una altra estratégia consisteix a menysprear el valor de la integral més enlla d’un cert
punt x,.;- Es a dir, analiticament calculariem

[o'e) Xj+1

dxf(x) = li dxf(x)
{XX HI_IS)OFEO;!;XX

perd numericament no podem fer un limit. Per aixo, una opcid és aproximar el limit per

Xn+l

}dxf(x) ~ f dxf(x)

menyspreant

}dxf (x)

Xn+1

Exemple: Pas al limit en primera espécie

Suposem que volem calcular numéricament la integral

fdxe_
0

%2
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amb una precisi6 de sis xifres significatives. L’objectiu és trobar el valor de k que ens
asseguri que I'aproximacio

x2

[ ) k
fdxe_X zfdxe_
0 0

comet un error menor que aquesta precisié. Analiticament podem trobar una fita
superior per la quantitat menyspreada:

') 5 fo’e] _k2
fdxe_X sfdxe_kx =S

k
k k

Per exemple, amb k=4, el terme menyspreat és de I'ordre 1078 Per tant, no introduim
un error apreciable per a la resolucié del problema si aproximem

oo 5 4
fdxe_X =fdxe_
0 0

<2

3.4.2 Impropies de segona especie

Les integrals de segona especies son aquelles en que la funcié que s’ha d’integrar
conté una singularitat tipus asimptota vertical a l'interior de l'interval d’integracié. Per
simplicitat i sense que aixd signifiqui perdre generalitat, considerarem I'asimptota en
un dels limits de la integral.

Singularitat aparent

Metodes a banda, és bo recordar que de vegades, i malgrat que aparentment ho
sembli, la funcié no té cap asimptota en l'interval d’integracié. Es a dir, és important
comprovar que

lim f(x) = +00
x—a

en qué a és el punt en el qual la funcié té 'asimptota. Un exemple tipic seria la funcié

sin X

X
que aparentment té una singularitat en x = 0, malgrat que es comprova com

sin X

lim

x—0 X

=1
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Pas al limit

Igual que en la integracio d’'impropies de primera especie, en aquest cas també el pas
al limit és la técnica més utilitzada. Si suposem que la singularitat de la funcié que s’ha
d'integrar és a x = a, i ¢ és un punt molt proper a aquest valor, la integral
’'aproximarem per

b b
dxf(x) = [ dxf(x)
{xx[xx

i per tant menyspreant

}dxf (x)

Exemple: Pas al limit en segona especie

Suposem que volem calcular la integral
1

fdx g(x)
[

| sabem que el modul de g(x) és menor o igual que 1. D’aquesta manera, i recordant
que a l'interval [0,1] es compleix

Jx =3x
la quantitat menyspreada per un valor ¢ qualsevol es fita per:
C C

g(x) g 1% 1
d <|(d <= [dx— =+/c
X’\/;+%/; J Xz\/; 2.({‘ \/; C

Amb la qual cosa, si per exemple la precisié la volem amb quatre xifres decimals, en
tenim prou amb error<5-10°. D’aquest 5-10° hem de decidir quina part assignem a
'error de truncament de linterval i quina part a 'error propi del métode (Trapezis,
Simpson, etc.). Una decisio pot ser assignar la meitat de I'error a cada causa, encara
que hi poden haver repartiments millors en funcié del problema. En aquest cas,

Ve <2510 ¢<6.25107"°

Qualsevol valor de ¢ menor que aquest nombre ens provocara un error menor que
2,5-10° i, si el métode d’integraci® que usem també té un error menor que aquest
valor, I'error total sera menor que 5-107°.
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RESUM

En aquesta sessi®é hem desenvolupat aquelles técniques que ens poden ser utils,
coneixent els métodes anteriorment exposats, per a poder aproximar el valor d’una
integral impropia, tant de primera com de segona espécie
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SESSIO 12: Resolucié d’EDOs (meéetode
simples)

FITXA DE LA SESSIO

+ Nom: Resolucio d’EDOs (métode simples)
« Tipus: tedrica
+ Format: no presencial
+« Durada: 2 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En les sessions anteriors a aquesta hem estudiat les metodologies necessaries per
resoldre problemes de propagacié d'errors, d’interpolacié i aproximacié, aixi com
d’integracié numerica.

OBJECTIUS

En aquesta sessi6 introduirem els principis per tal de resoldre equacions diferencials
ordinaries (EDOs). L’objectiu és presentar els métodes més simples que, no obstant la
seva simplicitat, comparteixen la mateixa filosofia que d’altres més complexes que
presentarem en les sessions seglents.

CONTINGUTS

En primer lloc presentarem el problema general, i a continuaci6 exposarem
'aproximacio d’ordre més baix, el que anomenem el métode d’Euler, consistent per
aproximar la solucié que busquem de forma lineal. A continuacié exposarem una
aproximaci6 d’ordre superior, coneguda com el métode de Taylor.

4 Resolucio d’equacions diferencials
ordinaries

4.1 Metodes simples d’un pas

4.1.1 Plantejament del problema

Quins sb6n exactament els problemes que serem capacos de resoldre amb els métodes
que exposarem? SoOn els anomenats generalment problemes de Cauchy o de valors
inicials.
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Problema de Cauchy

S’anomena d’aquesta manera al problema que intentarem resoldre: aquell en el qual
tenim plantejada una equacié diferencial de primer ordre i coneixem el valor de la

generalment s’escriu com

y'(x) = f(x, y(x))
y(@) =y

L’objectiu és conéixer el valor de la solucié y(x) del problema en un conjunt de punts
{x0,...,xn}, que per comoditat suposarem equiespaiats:

Xj =a+jh

amb h 'amplada entre cada punt, anomenat també pas del problema:

L _(b-a)
n

Xp =4a

Xp, =b

= [Bonet1994] p229-p230

4.1.2 Metode d’Euler

El métode d’Euler presenta I'aproximacié més senzilla que li podem fer a la funcié
solucié: aproximar-la de forma lineal, a partir del coneixement de la solucié en el punt
X = a.

Aproximacio lineal

Volem calcular el valor de la funcié solucié en els punts {x0,...xn}. En el primer interval,
[x0,x1], podem aproximar la funcié per una recta sabent el valor en el punt x = x0 = a:

y(x)=y(x0)+y'(x0)x-x0) = y(x0) +f(x0,y0)(x-x0)
Aquesta recta ens permet calcular la solucié aproximada en el punt x1:
y(x1) =y(x0) +f(x0,y0)(x] —x0) = ¥(x0) +f(x0,y0)h =y

= [Bonet1994] p230-p231 (especialment la figura 2)

64



LaSaIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Ll .

Recursivitat del metode

L’aproximacié obtinguda pel valor de la solucié en el punt x1 pot ser utilitzada, de la
mateixa forma, per a trobar una aproximacié al valor de la solucié en x2, i aixi
successivament. La solucié general pel métode d’Euler s’escriu com:

Yo =y()

Yo+l =¥n +hf(xn9YH)
Es essencial observar com cada iteracié la construim a partir de I'aproximacié anterior,
que per la seva banda també I'hem trobada a partir de l'aproximacié en el punt
anterior, etc. Per aquest motiu, I'error anira augmentant a mesura que ens allunyem
del punt inicial, x0.

= [Bonet1994] p231

Tria del pas

En principi, com en tot métode iteratiu, esperariem que disminuir el pas h (és a dir, la
distancia entre abscisses) millorés la precisié del métode. Ara bé, disminuir el pas h
també implica augmentar el nombre de calculs i, per tant, augmentar I'error
d’arrodoniment. Aquests dos fets combinats porten a I'existéncia d’allo que anomenem
un pas optim, compromis entre aquests dos factors.

= [Bonet1994] p232 (figura 3)

4.1.3 Metode de Taylor

Una segona opcié dins d’aquests metodes més senzills per resoldre una EDO és
aproximar en cada interval la solucié per una parabola, aprofitant el fet que disposem
de la primera derivada (donada directament per I'equacioé diferencial, malgrat que
estigui en funcié de x i de la mateixa y(x)).

Calcul de la segona derivada

L’equaci6 diferencial ens proporciona el valor de la primera derivada de la funcié que
busquem, en funcié de la variable x i d’ella mateixa, y(x):

y'(x) = f(x, y(x))

Aplicant la regla de la cadena, podem expressar la segona derivada com:
. d |, 9 , 9 ] 9
¥'(x0)=—Y'(x0) =—f(x0,y0)+ ¥ (x0) —f(x0,¥0) = (x0,¥0) +{(x0,¥0) —f(x0,Y¥0)
dx ax ay ax ay

= [Bonet1994] p235
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Formula de Taylor

Coneixent la segona derivada a partir de les coordenades de cada punt, analogament
al métode d’Euler, podem establir una aproximacio, en aquest cas d’ordre 2, per la
funcio solucié en [x0,x1]:

h2 [ o 9
y(x) = y(x¢)+hf(xg,y0) +— [—f(xo,}’o) +1(xy, YO)_f(XO»YO)]
2 |ox ay

D’aqui arribem a la férmula iterativa del métode de Taylor:

yo =Yy(a)
h2

d J
Yn+l =¥n +hf(xn’YI1)+_ _f(xn’Yn)"'f(xna}In)_f(Xn’Yn)
2 |ox ay

Com és d’esperar, pel fet que en aquest cas l'aproximacioé de la funcié és d’ordre
superior a la d’Euler, la precisié6 aconseguida per Taylor és superior a la d’Euler, a
igualtat de pas.

= [Bonet1994] p235-p236

Exemple comparatiu: metodes d’Euler i Taylor

Compararem l'eficacia dels dos métodes a partir del problema de Cauchy

y'=y
y(0) =1
Aplicant la formula d’Euler, i tenint present que en aquest cas f(x,,y,) =y, obtenim

Yn+l =Yn(l1+h)
En canvi, si calculem les parcials de la funcié f:

of _

0x
of

ay

0

i apliqguem el métode de Taylor, s’obté un métode iteratiu de major precisio, doncs es
veu clarament que incorpora termes de grau superior:

hz
Yn+l =¥n 1+h+7

Per un pas h = 0.5, obtenim els seglients resultats amb els quals efectivament
observem el guany de precisié al passar d’Euler a Taylor (dades amb dos xifres
significatives):
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Xp | ¥xpn) | ¥n Euler |EmorEuler  ypTaylor |Emor Taylor

00 |10 1.0 0.0 1.0 0.0

05 |1.65 1.50 0.15 162 0.03

10 1272 2.25 0.47 2.64 0.08
PROBLEMA

La probabilitat que una variable gaussiana estigui entre (-~,-1) es calcula a partir de la
integral de la seva funcié de distribucié. Si definim g(x) com

aquesta probabilitat és g(-1). Calcula aquest valor de g(x) amb els métodes d’Euler i
Taylor amb h =0.5. Compara’n el resultat obtingut i la precisié6 d’ambd6s métodes amb

el resultat exacte amb una taula de la gaussiana.

RESUM

En aquesta sessié6 hem presentat el problema a resoldre, i hem proposat els dos
métodes més simples, Euler i Taylor. En ambdés s’aproxima la solucié de forma
polinomial (recta en Euler i parabola en Taylor), i finalment hem comprovat com el
segon és més precis que el primer.
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SESSIO 13: Tractament de P’error en la
resolucio d’EDOs

FITXA DE LA SESSIO

« Nom: Tractament de 'error en la resolucié d’EDOs
« Tipus: tedrica
+ Format: no presencial
+« Durada: 2 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
= [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En la passada sessi6 vam presentar els métodes més simples de resolucio
d’equacions diferencials. Havent presentat el problema i la metodologia, vam observar
com la precisi6 augmenta quan ho fa el grau de I'aproximacid, perd sense cap
tractament teoric de I'error.

OBJECTIUS

L'objectiu d’aquesta sessidé és estudiar com es pot fer un tractament sistematic de
I'error en un métode d’'un pas, com els que vam exposar en la sessié anterior (Euler i
Taylor) i els que estudiarem més endavant.

CONTINGUTS

En primer lloc, definirem qué és un métode d’'un pas per resoldre una equacio
diferencial. A continuacié, presentarem l'ordre d’'un métode com a mesura de l'error
qgue es comet, i finalment estudiarem quin és I'ordre dels métodes ja presentats.

4.1.4 Ordre d'un metode

El concepte d’ordre d’'un métode ens permetra estudiar quin és I'ordre de magnitud de
I'error per tots aquells métodes iteratius de resolucié d’un pas.

Meétodes d'un pas

Definim un métode d’'un pas com aquell métode recursiu que calcula la solucié en una
abscissa a partir de la solucié calculada en I'abscissa anterior, amb una correccio
proporcional al pas h del problema:

y(@)=yo
Yo+l =¥n t h(I)(Xn >¥Yno h)
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en qué recordem que h es calcula com

Per tots els diferents métodes iteratius, la Unica diferéncia ve donada per la funcié ®
(x,y,h). Aixi, per exemple el métode d’Euler és un métode d’'un pas amb

D(x,y,h) =1f(x,y)

mentre que el métode de Taylor també és un métode d’'un pas amb
h[é ]
O(x,y,h) =f(x,y) +— | - f(x, y)+f(x,y) —f(x,y)
2| dx dy

= [Bonet1994] p229-p230

Ordre global d'un meétode

En el fons, els métodes d’'un pas estudiats es basen en I'aproximacio, en major o
menor ordre, de la funcié solucié per un polinomi. Saber fins a quin ordre s’ha
aproximat la funcio solucié pot ser una mesura de I'exactitud del métode. Doncs bé, es
diu que l'ordre global d’un determinat métode és p si en avancar un pas, la soluci6
calculada es comporta com

hp+1

Es a dir,
y(x + h)~ y(x) ~hd(x, y,h) = O[n?*! )

Aquesta definicié equival a comprovar que

y(x+h)-y(x)
h

- ®(x,y,h) <« hP

Per realitzar el calcul de I'ordre del métode amb aquesta expressio, es desenvolupa
y(x+h) per Taylor al voltant de h=0. Aquest calcul és general per a qualsevol metode
d’un pas.

= [Bonet1994] p230-p231 (especialment la figura 2)

4.1.5 Tractament de l'error

En el tractament a partir de l'ordre del métode no s’hi inclou I'efecte de I'error
d’arrodoniment, que ja haviem vist anteriorment com provoca un augment de l'error a
partir del moment en qué es traspassa un cert pas optim.
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Ordre del metode d’Euler

El métode d’Euler ve definit recursivament per

Yo =y(a)
Yn+1 =Yn + hf(xn’Yn )

Per tant, és un meétode d’un pas amb
O(x,y,h) =f(x,y)

Utilitzant la série de poténcies per Taylor de la funcié y(x+h)

y(x +h) = y(x) +y'(x)h +%y”(x)h2 +..

i substituint-la a I'expressié de I'ordre del métode obtenim el seglent:

‘y(x) +y'(x)h+ % y"'(x)h? +...- y(x)

Y-y g h)‘=
s ) ‘ h

h

och1

-f(x,y)| = ‘%y"(x)h+...

Per tant, diem que el métode d’Euler és un métode d’ordre global 1.

= [Bonet1994] p235

Ordre del meéetode de Taylor

El métode de Taylor també és un métode d’un pas, doncs la formula recursiva és

yo =y()
2

h d d
Yn4l =Yn +hf(xn,yn>+—[—f(xo,yo)+f(><o,yo)—f(><o,yo>]
2 |ox ay
i per tant s’adapta al que hem definit com a métode d’'un pas amb

h
D(x,y.h) = F(x,y) + [i £(x,y)+ £, ¥) 2 £(x, y)]
1) dy
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Desenvolupant de nou I'expressié que ens dona idea de I'ordre del metode:

y(x)+sf(x)h+15:f'(x)h2+;—sf"(x)h3...-y<x>
: B}

w(x +h1)1—y(x) —Cb(x,y,h)‘=|

_|:f(x,y) +§[%f(x, W) +(x, y)a%f(x, y)]] =..= ’%y“(x)lﬂ +. e h?

amb la qual cosa podem afirmar que el de Taylor és un métode d’ordre global 2.
Aquest resultat justifica el que ja vam observar anteriorment, quan Euler donava un
error d’aproximacié sempre superior al de Taylor.

= [Bonet1994] p235-p236

RESUM

En aquesta sessié hem definit qué és un métode d’un pas, i hem vist com els métodes
recursius exposats fins ara ho sén. A continuacié hem definit I'ordre del métode i hem
vist com aquesta magnitud ens permet analitzar I'error comés per cadascun d’aquests
meétodes, justificant el perqué I'error donat per Taylor és menor que el donat per Euler.
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FITXA DE LA SESSIO

+ Nom: Métodes de Runge-Kutta
« Tipus: tedrica
+» Format: no presencial
+« Durada: 2 hores
+ Dedicaci6: 2 hores
« Material:
o Bibliografia basica:
=  [Bonet1994]
o Bibliografia complementaria:
= [Martorell2001c]

PRECEDENTS

En les dues anteriors sessions hem presentat els métodes d’'un pas més simples per a
resoldre equacions diferencials ordinaries, aixi com la forma d’estudiar I'error que es
produeix en I'aproximacié de la funcié solucio.

OBJECTIUS

En aquesta sessié presentarem la manera de, a partir d’'unes expressions generals,
construir métodes de resolucié d’equacions diferencials ordinaries d’ordre global
arbitrari.

CONTINGUTS

En primer lloc exposarem les relacions generals dels metodes de Runge-Kutta.
Després particularitzarem per diferents ordres globals i estudiarem les expressions
recursives del métodes més utilitzades per resoldre numéricament EDOs.

4.2 Metodes de Runge-Kutta

4.2.1 Els metodes de Runge-Kutta

Els métodes de Runge-Kutta sbn métodes d’'un pas construits a partir d’'una expressio
general particularitzant I'ordre global del métode que es vol assolir.

Formula recursiva general

La férmula general dels métodes de Runge-Kutta expressa recursivament com trobar
la solucié en un punt a partir del coneixement de la solucié en el punt anterior:

y(@) =y

Ynsl =Yn +h CiKin

1=1
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El superindex k, que expressa quants termes incloem al sumatori que multiplica el pas
h és el que determina quin Runge-Kutta utilitzem. Els parametres K es calculen
recursivament mitjangant les expressions:

K{l = f(xn > Yn)
i-1

K? =f Xn +aih,yn +h blejl

=

Diferents aspectes son interessants d’aquestes expressions: d’entrada, en I'expressio
dels Kies pot observar com per calcular-lo és necessari tots els Kj‘anteriors

(recursivitat de I'expressio). D’altra banda, el superindex d’aquests parametres indica
la necessitat de tornar a calcular-los a cada pas.

»  [Bonet1994] p229-p230

Calcul dels coeficients a, b i c

En les expressions de Runge-Kutta, independentment de quin valor de k s'utilitzi,
apareixen uns coeficients a, b i c. Aquest conjunt de coeficients sén calculats per
aconseguir que el métode en questidé tingui ordre global maxim, segons el definit
anteriorment. D’aquesta manera, parametritzem la possibilitat de treballar amb
meétodes aproximats de la poténcia desitjada, tan sols afegint termes al sumatori de
I'expressid general i maximitzant-ne 'ordre global.

= [Bonet1994] p230-p231 (especialment la figura 2)

El cas particular del RK1

Per a il-lustrar aquest fet, estudiem el cas particular més senzill, aquell en el qual k=1.
El métode, conegut de forma abreujada com RK1, consistiria en utilitzar la férmula
recursiva

y(@)=yp
Yn+1 =¥Yn +hclK? =¥n +hc1f(Xn=Yn)

En aquest cas, per tant, tan sols ens apareix un coeficient per calcular, el c1. Calculem
I'ordre global maxim d’aquesta formula:

‘Y(X +h)-y(x)

N —@(x,y,h)‘=‘y'(x)+%(x)h+...—clf(x,y)

El maxim ordre d’aquesta formula apareixera si els termes independents que hi ha es
fan nuls. Es a dir, si es compleix

y'(X)-¢if(x,y) =0
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la qual cosa succeeix quan c1=1. En aquest cas, I'ordre global del métode és 1:

O yon] - !

i 'expressi6é general per a calcular la solucié queda

y(@)=yq
Yo+l =¥Yn +hclK? =Y¥Yn +hf(Xn9Yn)

Podem observar com el métode RK1 coincideix amb el que vam anomenar métode
d’Euler, que corresponia a aproximar la solucié a cada interval mitjancant una recta.

= [Bonet1994] p230-p231 (especialment la figura 2)

4.2.2 Els metodes RK2 i RK4

En principi, podem augmentar I'ordre global del métode (i per tant la seva precisio) tan
com es vulgui amb el sol fet d’augmentar el valor de k. Es a dir, afegint més termes al
sumatori de I'expressié general. Ara bé, per tal de treballar amb meétodes que no
comportin temps de calcul molt grans, normalment s’acostuma a treballar amb els RK2
i RK4.

El méetode RK2

Si en I'expressio general particularitzem k=2, la férmula recursiva esdevé

Yo =y(@)
Yo+l =¥n +h[clf(xnaYn )+02f(xn +32h> Yn +hb21f(xn9Yn))]

és a dir, un métode d’'un pas amb
CI)(X: Y, h) = le(X, Y)+C2f(x +aZh9 y+hb21f(xv Y))

Calculant I'ordre global del métode s’observa com pot arribar a ser 2 si els coeficients
compleixen les relacions

I—Cl—Cz=0
1

——a,sCy =0
) 242

l Crby =0
b 2Y21
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la qual cosa ens mostra un fet important: imposar ordre maxim no ens porta a una
solucié unica. En general, els valors dels coeficients s’acostumen a escollir com

an =b21=1

1
C1 =Cy =E

amb la qual cosa el métode RK2 es planteja com un métode d’ordre global 2, amb
expressio recursiva
Yo =v(a)
1 1
Yo+l =Yn +h Ef(xnsYn)"'Ef(Xn +h’Yn +hf(xn7Yn))

»  [Bonet1994] p235

El metode RK4

De forma analoga, es pot treballar amb quatre termes en el sumatori i demanar ordre
maxim. Es demostra que la solucié tampoc no és Unica, perqué en general s’acostuma
a utilitzar la formula recursiva.

Yo =y(a)
Yo+l = Yn +%[Kil +2K5 +2K35 +K2:|

que assoleix un ordre global 4 amb els coeficients K calculats com

KP =f(xy.yn)

h h
K5 =f|x, +—,y, +—K
2 (n b Yn ) 1)
K§=f(xn+}21,yn+hK2)

K} =f(x +h,y, +hK3)

en qué es pot observar clarament la recursivitat del métode, especialment en el calcul
dels coeficients K.

= [Bonet1994] p235-p236

Exemple comparatiu: els metodes RK2 i RK4

Compararem l'eficacia dels dos métodes a partir del problema de Cauchy
y'=y
y(0)=1
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Aplicant I'expressié de 'RK2, facilment obtenim
2
h
Yn+l = Yn(l"'h"'T]

Que coincideix amb I'expressio que ja vam obtenir pel cas del métode de Taylor. En
canvi, amb I'expressi6 del RK4, la férmula recursiva esdevé
h? nd n?
Y+l =Yn[1+h+7+§+j]

on es pot veure clarament com aquesta darrera aproximacié té¢ en compte dos ordres
més que no en el RK2. Numeéricament, per un pas h=0.5 s’obtenen els seglents
resultats:

Xn | ¥xn) | ¥n RK2 Error RK2 ynRK4 Error RK4
0.0 |10 1.0 0.0 1.0 0.0

0.5 |[1.6457 [1.62 0.03 1.6484 0.0003
1.0 [2.7183 [2.64 0.08 27173 0.0009

amb els coeficients K calculats iterativament:

xn |Kin K2n K3n Kdn Yn

0.0 1.0000

0.5 |1.0000 |1.2500 1.3125 1.6563 1.64584

1.0 [1.6484 |2.0605 2.1636 2.7302 27173
PROBLEMA

La probabilitat que una variable gaussiana estigui entre (-=,-1) es calcula a partir de la
integral de la seva funci6 de distribucié, com ja vam veure en el problema proposat en
una sessié anterior. Si definim g(x) com

X
1 -t2/2
g(x) =— [ dte
V27 :[O

aquesta probabilitat és g(-1). Calcula aquest valor de g(x) amb el metode RK2 amb un
pas h=0.5, i compara els resultats amb els obtinguts en aquell problema.

RESUM

En aquesta sessi6 hem estudiat I'expressié general dels métodes de Runge-Kutta,
particularitzant les expressions pels dos métodes més utilitzats: els RK2 i RK4.
Finalment, hem observat la precisi6 d’ambdds sobre un problema ja plantejat amb
anterioritat per d’altres métodes més simples.
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Annex

EXERCICIS

Problema 1

Aproximem, pel criteri del minimax, la funcié y = sin x en linterval [0, ™ 2 ] per una
recta y = ax + b. Trobar el valor dels coeficients a i b.

Solucio

Anomenem f(x) = sinx i p(x) = ax + b. Definim I'error com

e(®)=f®-pk

Atés que la funcid sinus és creixent en l'interval [0, 1 2 ], sabem que I'error maxim es
produira en tres punts: els extrems de l'interval, 0 i ™ 2 , i un punt intermedi ¢ que de
moment desconeixem. Sabem, a més, pel teorema de I'equioscil-lacié de I'error, que
es complira

e(0)=—e(§)=e(m/2) (1)

D’aquesta relacié obtenim dues equacions, per un total de tres incognites, a, b, €. Per
obtenir una tercera equacié observem que l'error sera extrem en els punts 0, M 2 i .
Com que f(x) i p(x) s6n derivables amb continuitat en l'interval, també ho sera l'error.
Aixi, el punt £ sera un extrem relatiu de e(x) i complira

e'§)=0
Ara que ja tenim les tres equacions, passem a resoldre-les. De I'equacio (1) tenim que
e(0)=—-b=e(m/2)=1—an/2—b=>a=2/r=0.6366
Per altra banda, si recopilem les equacions que involucren &, tenim que

{e(f) =siné —aé—b=—-e(o)=>b
e'(§) =coséE—a=0

Operant, obtenim que
& =arccosa, b=1/2(sinf —af)

Finalment, ens queda,

arccos?2
&= - ~ 0.8807, b = 0.1053
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Problema 2

En un transistor MOSFET, el corrent de drenador ve donat per la formula

1 2
Ip = EB(VGS -Vr)

on B és un parametre que depén de la tecnologia i la geometria del transistor, V 1 és
una tensié que depén de la tecnologia i de la polaritzacié del chip. Finalment V gs és la
tensio entre la font i el drenador. El fabricant ens déna els valors, B = (1.0 + 0.1)10™A -
V2 V:=10%02V.Mesurem V gs = 5.0 + 0.1V . Trobar la propagacio lineal del
errors de les mesures en 'error absolut i relatiu de Ip.

Solucio

La propagacio lineal de I'error en una funcié f(-) que depén de n variables x4...x, amb
errors €e4...€, Ve donada per la fc')rmula

€ _z|axl

(xq.

En el nostre cas, Ip depén de tres variables, B, V gs i V 1. Ens queda doncs

al,
€=|—

B

aly
VG S

al,

€gs T A
T

€r

Les derivades parcial corresponents sén

al,

1 ) alp alp
B =§(VGS_VT)' E:ﬁ(VGS_VT)r _=_ﬁ(VGS_VT)

Vr

Per tant,

1
€= E(Vas —Vr)?eg + BlVgs — Vrl (€65 + €7)

L’error relatiu el podem obtenir fent el quocient de e amb Ip. Numéricament, tenim

L =(1.0F01)-10"% V;i=50%F01, Vy;=10%F0.2
Amb aquests valors, ens queda,

€
Ib=8-10"% €=2-10"" ep=—=1025
D
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Problema 3

Sigui la integral

/s
I:f dx x In sinx
0

Calculeu 'aproximacié numérica fent la quadratura de Gauss a dos punts.

Solucio

La férmula de la quadratura de Gauss per dos punts ve donada per

1
f dt f(£) = I§ = Dof (t0) + Ay f(£1)
-1

on ty =-0.57735 i t4 = +0.57735 sbn els zeros del polinomi de Legendre de segon ordre
i Ag = Aq = 1. Per aplicar aquesta férmula, primer cal transformar la integral

/5
I = J. dx xInsinx
0

i convertir-la en una integral en l'interval [-1,1]. Aixd ho aconseguim amb el canvi

4x
t=—-1
T

i ens queda

m? ! /s
I = Ef_ldt(t + 1)lnsinz(t +1)

L’aproximacié sera doncs,

m? T T
I = R(AO(tO + 1)lnsinz(t0 + 1)+ A (t + 1)lnsinz(t1 + 1))

Numeéricament, obtenim,
I =~ —0.3469
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Problema 4

Quina és la correccié que dona el primer terme de la série de Euler-McLaurin al calcul
de la integral

1
I = f dx x cotanh(x)
0

pel métode dels Trapezisih=137?

Solucio

Si tenim una integral
X

I = J. ndxf(x)

Xo

la formula d’Euler-McLaurin que doéna la correccié a I'aproximacié pel métode dels
Trapezis és
h2k+2

R= - kZo—(Z Ty B (F D Gen) = FE4D ()

essent B; els numeros de Bernouilli i h el pas de integracié. El primer terme d’aquesta
série és doncs

_.BZ 20 ¢1 ’
S1=—h(f (xn) = f'(x0))

Per una banda, sabem que B, = 1/6. Per l'altra, en la nostra integral, x,=1,x0=0ih =
1/3. La funci6 a integrar és
coshx

x) = xcotanx = x
f&) sinhx

Si recordem que
cosh'x = sinhx, sinh’'x = coshx

calcular la derivada de f és immediat. Trobem

1
f'(x) = ——(coshx —

sinhx sinhx

)

Amb la derivada expressada d’aquesta forma, podem resoldre més faciiment el
problema que se’ns presenta. A I'hora de calcular f(0), ens apareix una
indeterminacié. Per resoldre-la, es pot recorrer al teorema de I'H6pital o bé substituir
per infinitésims. Recordem de nou que per x — 0

82



LaSalIe%n Line
ENGINYERIES

1 1
sinhx ~ x + gx3, coshx =1+ Exz

Amb aquestes expressions, podem aproximar,

X X 1 1 )
mhx 1. 1.1, 6
Sin 4.3 4.2
x+6x 1+6x
Per tant,
b X 2 )
cosnx sinhx_3x
i
£ (coshy - ——) = —=— 222 g
xX) = — coshx — — ~ —Xx° -
sinhx sinhx x+1x33

6

quan x — 0. Finalment, el valor numeéric de S; sera,

2

§ =2 (1) ! hl— — 0.0055
1= 572\3) s oSt = = O

Problema 5

Volem interpolar la funcié y = In x entre 1 i 3. Per a aquest objectiu, disposem de la
seglent taula de valors,

Trobar, segons la interpolacioé de Lagrange, el valor per x = 2.5.

Solucio

Atés que només estem interessats en el resultat final, tant hi fa com calculem el
polinomi interpolador. Si fem servir el métode de Newton, el calcul sera més rapid i el
resultat el mateix. Avaluem doncs les diferéncies.

T Y
1 0

0.6931
2 06031 oo —0.1438
3 10985 9
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Amb aix0 obtenim el polinomi interpolador,
P(x) =0.6921(x — 1) — 0.1438(x — 1)(x — 2).
L’avaluem en el punt demanat,
p(2.5) ~ 0.9318.

Podem comparar aquest resultat amb el que la calculadora ens doéna per In2.5 =~
0.9163.

Problema 6

L’equacié que governa l'aturada d’un motor de corrent continu a qué no s’aplica cap
tensié és
dw

o 165w,
dt w

en qué w és la velocitat angular del motor. Integrem aquesta equacié diferencial pel
métode d’Euler amb una condicié inicial w(0) = 3. Quin valor de h és el més gran que
permet calcular w amb una precisié de 0.05en t = 1s?

Solucioé

D’entrada, aquesta equacio diferencial la podem resoldre exactament. La soluci6 és
w(t) = w(0)e 165t
Tenint en compte que w(0) = 3, ent =1 ens quedara

w(l) =3-e71%5 ~ 0.5761

Si integrem aquesta equacié pel métode de Euler,
Wir1 = Wi + hf (L, wi)
i com que en el nostre cas f(w) = -1.65w, ens queda
Wiis1 = W — h-1.65w;, = (1 — 1.65h)wy,
Si apliquem aquesta formula recursivament, arribarem a
wy = (1 — 1.65h)*w(0) (2)

Com que volem calcular el valor de w en t; = 1 partint de t; = 0,
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Amb aquest resultat, reescrivim I'equacio (2),

1.65
Wie = (1_ K )

Cal ara trobar k tal que la diferéncia entre wy i w(1) sigui inferior a 0.05. Aquesta dada
ens dona una equacio per Kk,

" 165,

1.65
lw(1) —wg| =[3-e 1% —3(1 — —)*| < 0.05
k

Tot i que es pot intentar resoldre aquesta equacié amb métodes sofisticats, per prova i
error podem trobar rapidament k. Obtenim,

lw(1) — wygl = 0.0503, |w(1) — wy,| ~ 0.0473

amb
Wiy = 05288

Per tant, el valor de h maxim amb el que podem aproximar la solucié amb precisié de
0.05 és

Problema 7

Mesurem la resposta d’'un condensador no-lineal i obtenim els seglients valors per la
tensié entre els terminals V i la carrega acumulada Q.

R

VIV) 3 1.0 1 3
QuC) 2 1 0 1 2

Recordem que 'equacio diferencial del circuit és,
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R % Q(t) + V(Q) = Vpsin(2mft)

Volem calcular la resposta del condensador a un corrent altern de freqténcia f = 1kHz i
tensid maxima V o = 1V, amb una resisténcia en série de 2.2 kQ.

1. Interpolar la resposta del condensador.
2. Amb el resultat de l'apartat anterior volem integrar I'equacié diferencial del
circuit fins a assolir I'estat estacionari. Quin pas d’integracié h cal triar? Amb la

condicio6 inicial Q(0) = 0, resoldre I'equacio i representar graficament la solucioé
per un periode del generador de tensio.

Solucio

Per interpolar la resposta del condensador, podem emprar els metodes tradicionals,
com ara el métode de Newton. En el cas d’aquest problema, podem pero trobar una
solucié particular molt més eficient. El resultat sera, pero, el mateix que obtindrem fent
servir d’altres técniques.

Observem que la taula de valors és senar, és a dir, que V (Q) = -V (-Q). Aixd ens
indica que el polinomi interpolador haura de ser senar per complir les condicions de
interpolacié. Com que el nombre de dades de qué disposem ens determina que el grau
maxim del polinomi interpolador sera 4, obtenim que el polinomi del nostre cas ha de
tenir la forma,

V(Q) =1 Q +; Q3

Si ara particularitzem pels valors Q = 10° i Q = 2 - 10°, ens queda un sistema
d’equacions lineal per a4 i ay,

{ 1=0; 107% +ox, 10718
3=20, 107 +8 o, 10718

Si resolem aquest sistema, obtenim el polinomi interpolador,
5 1
V(Q) =-10°Q + -1018Q3
6 6
Comprovem com aquesta solucié compleix les condicions d’interpolacio,
V(=107 =-1, V(-2-107%) =-3
V@)=0, V@0 %=1 V(2-107% =3

Insistim que aquest és el mateix resultat que s’obté mitjancant d’altres métodes.
Si ara introduim aquest resultat en I'equacio diferencial del circuit, ens queda,
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RiQ(t) = —5106(3 —11018(23 + Vpsin (21ft)
dt 6 6 0

Aillant la derivada i substituint les dades numeériques obtenim,
%Q(t) = f(Q,t) = —380Q — 7.6 - 101°Q3 + 4.5 - 10~ *sin (6.3 - 103¢) (3)

Del terme proporcional a Q traiem una de les constants de temps del sistema,
equivalent al temps de carrega i descarrega del condensador, T, = 2.6ms mentre que
del periode del senyal sinusoidal extraiem 11 = 1ms. Tot i que el sistema és no-lineal,
observant els valors d’aquestes constants de temps, podem fer una primera estimacio
del valor de h necessari per a integrar I'equaci6 diferencial. Si volem que el sistema
assoleixi I'estat estacionari, haurem d’esperar, al menys, uns quants multiples (5 o 10)
de Tp que és la constant de temps més gran. A I'hora de triar h, perd, haurem de tenir
en compte T4, la constant de temps més petita. Si triem una h de l'ordre de 11 O
superior perdrem l'efecte de la font de tensidé sinusoidal sobre el circuit. Si, per
exemple, triem

T
h~—=10"*
10

estarem agafant 10 punts d’avaluacié dins del periode de la font que en principi, ens
haurien de donar prou informacié sobre el comportament del sistema. Si el métode de
integracié és de primer ordre, podem esperar un error d'ordre h? és a dir una
centésima. Si el métode és d’ordre 2, I'error sera d’ordre h*, una mil-lésima. Si volem
més precisio, caldra triar una h més petita o un métode d’integracié d’ordre més alt.

Amb el valor escollit h = 10 integrem I'equaci6 (3) pel métode més senzill, el métode

Q(0) = Qo = 0, tindrem que
Qk+1 = Qi + hf (Q, ty), tke1 =t +h,
explicitament,

Qi+1 = Qi + h(—380Q) — 7.6 - 1026Q3 + 4.5 - 10~*sin (6.3 - 103t;))

Obtenim la seglient taula de valors que representem en la figura 1.

K Qx

0 O 0.

1 0.0001 O.

2 0.0002 2.651E-08
3 0.0003 6.821E-08
4 0.0004 1.059E-07
5
6
7
8
9
1

0.0005 1.191E-07
0.0006 1.013E-07
0.0007 6.276E-08
0.0008 1.554E-08
0.0009 -2.768E-08
0 0.001 -5.237E-08

87



LaSaIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Ll .

-6e-8 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1e-4 2e-4 3e-4 4e-4 Se-4 Ge-4 Te-4 ge-4 9e-4 10e-4

Figura 1: Representacié de la solucié de I'equacioé diferencial Qx en funcio de ty.

Problema 8

La funci6 de transferéncia d’una linea de transmissi6 és
e Vs

H(s) = ——
(s) s2+3s+2

1. Considerant que la variable s prové d’una transformada de Laplace, quin és el
rang de valors fisic de s.

2. Aproximar el numerador un filtre del tipus h(s) = as + b.

3. Quin regim reprodueix millor aquesta aproximacié ?

Solucioé

Considerem la formula general de la transformada de Laplace d’'una funcié f(t)
F(s) = f dt e™St £(¢)
0

Per tal que la integral estigui ben definida, cal que s sigui positiu, altrament
'exponencial esta mal comportada en el limit superior de la integral. Per tant, el rang
de valors fisic de s real és l'interval [0,[

Si volem aproximar una funci6 amb un polinomi per minims quadrats en aquest
interval, cal que la integral del polinomi sigui finita. En I'infinit els polinomis divergiran.
Caldra, per tant, introduir una funcié pes en les integrals. En aquest interval, la funcié
pes més habitual és I'exponencial decreixent. Aix0 ens permet definir el producte
escalar entre dues funcions fi g com
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f.g) = f dx e Sf(s)g(s)
0

Amb aquesta funcio pes, es pondera més els valors de s petits que no pas els grans.
Per tant, reproduirem millor I'estat estacionari, que correspon al limit s — 0.

Per fer una aproximacié per minims quadrats amb un polinomi, sabem que és més util
descriure el polinomi en termes dels polinomis ortogonals corresponents a l'interval
que estem estudiant. En el nostre cas, es tracta dels polinomis de Laguerre. Per tant,
el polinomi p(s) = as + b, I'escrivim com

p(x) =g Lo(x) +o<q Ly (x)

on Lo i L1 sbn els polinomis de Laguerre d’ordre 0 i 1 respectivament. Amb aquesta
formulacio, el calcul dels coeficients ag i a4 €s molt senzill, ja que

—1 ood =S L
oci—ﬁifo s e SF(s) Li(s)

essent f(s) la funcid6 que volem aproximar, f(s) = e Vs, L el polinomi de Laguerre
d’ordre i i el factor de normalitzacio,

N; = fomds e SL;i(s)? = (iH?

Els dos primers polinomis de Laguerre, sén
Lo(s) =1, Li(s)=1-s

Per tant, els coeficients ag i a4 els obtenim resolent les integrals,
o= f ds e Se™Vs, o= j ds e‘se“/g(l —5)
0 0

Cap d’aquestes dues integrals no té solucié analitica, perd les podem avaluar
numericament. Per fer-ho tenim diverses opcions, com ara truncar la integral en el limit
superior i després emprar un meétode de Simpson. Ens decantarem per la
generalitzacio de la quadratura de Gauss a dos punts,

f dx e ™ f(x) = Aof (xo) + Ayf(xq)
0

en queé Xo i X; son els zeros del polinomi de Laguerre de segon grau, Ly(x) = X* - 4x + 2
[
X — xo

A0=f dxe™ , A1=f dxe™
0 X1-Xo 0

x—x1

Xo_X1

Aquest valors es van calcular a classe, i tenim,
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X0 0.58579
X13.41421
A0.85355
A40.14645

Amb aquestes dades, calculem les integrals i obtenim
o= 0.4201,  o;= 0.1740
Si ara volguéssim fer 'aproximacié minimax, hem de fer la consideracié seguent. Si

observem la funcié a aproximar (figura) veiem que té una asimptota en y = 0 quan x

—>00

Figura 2: Representacio grafica de la funcié f(s) = e™Vs i de la seva aproximacioé
minimax y = 0.5

Qualsevol recta y = ax + b que tingui el coeficient a diferent de zero divergeix quan x
— i per tant I'error també divergira. Per tal que I'error no divergeixi, cal doncs que a =

0. Per fixar el valor de b fixem-nos que com la funci6 f(s) = e“/g, és monotonament
decreixent, I'error maxim el trobarem en els extrems de I'interval [0,[. Per tal que es
compleixi el teorema d’equioscil-lacio, cal doncs que

b_1
2

Aquesta aproximacio, tal com s’ha calculat, pondera tots el punts amb el mateix pes i
per tant descriu igual de bé (o de malament) el transitori i I'estat estacionari.
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Problema 9

La transformada de Fourier del senyal de la Figura 3 ve donat per la funcio

F(w) = 2V, sin (aw)

amb V o =500mV i a = 1us. Volem realitzar-ne una aproximacié polindmica per minims
quadrats entre ] -,[ fins a grau 3.

1. Trobar una funcié pes adient per a 'aproximacio.
Escriure I'aproximacié en termes d’un desenvolupament en polinomis
ortogonals.

3. Calcular numéricament els coeficients del desenvolupament.

4. Donar una estimacio6 de I'error comés en calcular les integrals.

AV

Vo

Figura 3: Pols quadrat.

Solucioé

Volem fer una aproximacié amb polinomis ortogonals sobre el domini dels reals, és a
dir, en I'interval ] -=,[. Per aixd necessitem definir una funcié pes adient, o, altrament,
les integrals dels polinomis no convergiran. En aquest interval, habitualment s’utilitza la
funcié w(x) = e** que correspon als polinomis de Hermite. Atés que la funcié que volem
aproximar és una transformada de Fourier, aquesta funcié pes donara, evidentment,
meés contribucié a les baixes frequiéncies que no pas a les altes. Haurem de tenir en
compte aquest fet quan emprem el resultat de I'aproximacié. De fet, qualsevol funcio
pes que volguem emprar per obtenir polinomis ortogonals en linterval que estem
estudiant haura d’anar cap a zero en els extrems +~ i per tant, eliminara la contribucié
de les altes freqiiéncies. Tant per tant, treballarem amb la funcié habitual per poder
aixi emprar les propietats tabulades del polinomis de Hermite.

En aquestes, condicions, I'aproximacio la podem escriure en termes dels polinomis
ortogonals de Hermite Hn(x) com
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fw) =x¢ Hy(w) +o¢; H;(W) +; Hy(w) +oc3 H3(w)  (4)
Els coeficients a;, son la projeccio de la funcio sobre el polinomi corresponent:

1
o=
T T

| awerammmw  ©

Els primers polinomis ortogonals de Hermite, els podem deduir de la relacié de
recurréncia,
Hpyq1(x) = 2xHp(x) — 2nHp_4(x) (6)

amb les condicions inicials H_¢(x) = 0 i Ho(x) = 1. Obtenim la taula segient,

Hy(x) =1
H{(x) = 2x
Hy(x) = 4x% — 2
Hy(x) = 8x3 — 12x

(7)
Aprofitem aquest punt per esmentar que existeixen dues definicions habituals dels

polinomis de Hermite. La primera és la que estem utilitzant, mentre que la segona fa
servir la funcié pes w(x) = e™?2. La relaci6 de recurréncia corresponent és, aleshores,

Hyyq(x) = xHp(x) — nHp_1(x)

El pas d’'una definici6 a l'altra es fa, senzillament, amb un canvi de variable en les
integrals.

A I'hora de calcular els coeficients o; del desenvolupament, cal efectuar les integrals de
I'equacio6 5. Per simplicitat, ho farem numéricament. Es tracta de integrals impropies de
primera espécie. D’entrada, no veiem cap canvi de variable que ens pugui simplificar el
calcul. Una opci6 féra truncar l'interval de integracioé, pero, vista la forma de la integral,
el més senzill és emprar una quadratura de Gauss per a aquest interval i amb la funcio
pes dels polinomis de Hermite. Les abscisses i pesos per a la quadratura de Gauss
amb tres punts en linterval ] -«,%[ amb la funci6 pes w(x) = e**s6n

£X; Y,
0.000001.18163
1.224740.29541

Aquestes dades les hem extretes d’un llibre de taules. Aixi, les integrals ens quedaran
1 © 2
, = -X .
x; 2 \/Ef_oodw e ™ f(w)H;(w),
= f(xo)Hj(x0) Ao + f(x1)Hj(x1)A1 + f(x2)Hj(x2)A;
~ 1.18163£(0.00000)H;(0.00000) + 0.29541f(1.22474)H;(1.22474)
—0.29541f(—1.22474)H;(1.22474)

(8)

Fixem-nos-hi ara que la funcié que volem aproximar és parella f(w) = -f(-w), mentre
que els polinomis de Hermite sén parell o senars, segons si el seu grau és parell o
senar:

Hp(x) = (—1D)"Hp(—x)
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Aquesta propietat es pot deduir de la relacié de recurréncia o també observant la taula
dels primers polinomis. Aixi, les integrals corresponents als coeficients senars, son
integrals d’una funcié senar sobre un domini parell (i a més els integrands sén ben
comportats a l'infinit) i per tant s’anul-len. Si efectuem les operacions numeriques,
també observarem com els coeficients es fan zero. En resum,

o =x3=0 €©)

Per al calcul dels dos coeficients restants apliquem les féormules de la quadratura amb
tres punts, tot obtenint,

xo= 9.99997 - 1077, x,= —5.64764 - 10713 (10)
Aixi, I'aproximacié de la funcié, ens queda,
fw) =g Hy(w) +¢; Hy(w) (11)

Podem comparar la funcié i la seva aproximacié en la figura4 en linterval on la
comparacio és rellevant. Recordem que la funcié pes modula la contribucié de les altes
freqiéncies. Per exemple, per w = 10, €% ~ 10™*. En la regi6 rellevant, veiem doncs
com l'aproximacioé és bona. De fet, per aquest rang de valors, la funcié f la podem
aproximar molt acuradament per

sin (ax) ax
f(x) =2Vy————=2Vy— = 2Va (12)
x x

és a dir, una constant. En efecte, les correccions a aquesta formula venen d’expandir
en série de Taylor sin(ax). Com que a pren un valor petit, les contribucions de les
correccions seran molt petites:

f(x) =2V, sinxﬂ = 2V, (1 — %azx2 + 0(a4x4)> (13)

De fet, el que veiem és que a efectes practics, el pols es comporta basicament com
una delta : té transformada de Fourier constant!
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Figura 4: A I'esquerra, grafica de f. A la dreta, grafica de I'aproximacio.

Per tal d’avaluar I'error de la integracié numérica, hem de tenir en compte que tindrem
dues fonts d’error. La primera ve de I'aproximacié de la integral per la formula de la
quadratura de Gauss. La segona, ve de l'error de precisi6 de les dades i de les
abscisses x; i deltes A; d’integracié.

Per a la primera, I'aproximacié de la integral per la quadratura de Gauss, recordem
gue consisteix a substituir la funcié que estem integrant pel polinomi interpolador (que
sera de grau 2 en el nostre cas, ja que tenim 3 abscisses), i que la tria d’abscisses ens
garanteix que la formula és exacta fins a ordre 2 * 2 + 1 = 5. Fixem-nos que si
expandim el sinus dins la integral, seguint 'equacié 13 i ens quedem amb el terme
constant, la correccid sera d’ordre a? = 10™"2. Si aproximem f(w) per una constant, les
funcions que integrarem sempre sén polinomis, de grau 2 com a maxim. Per tant,
I'aproximacié és exacta fins a correccions d’ordre a°.

Per a la segona font d’error, la precisié limitada de les dades, la taula que se’n déna
amb abscisses i deltes té precisié € = 10°. A banda caldria saber la precisié de V ¢ i a.
Com que ens volem centrar en el calcul de les integrals, suposarem que les dades soén
exactes i ens quedarem només amb la contribucié de les abscisses i les deltes. Per tal
d’avaluar-ne els efectes, podem calcular la propagacio lineal de I'error,

N

0
€= Z |EF(xO ...... Xn)

n=0

Atés que podem aproximar la funcio f per una constant en el domini rellevant, obtenim
pels coeficient q;

8j = 2V0a(|HJ(xO)| + |Hj(x1)| + |H](xZ)| + |HJI(XO)|A0 + |H]'(x1)|A1 + |Hj'(x2)|A2)€,
(14)
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en qué les H' sén les derivades dels polinomis d’Hermite. Numeéricament ens déna,
80 ~ 52 ~ 10_11 (15)

Fixem-nos que l'error és superior al que cometem per aproximar la funcié f per una
constant.

Problema 10

Podem modelar una linea de transmissié com una resisténcia R en série amb una
capacitat C. El senyal transmeés correspon a una font de tensi6 i el senyal rebut a la
tensié en el condensador, tal com s’indica en la Figura 2. A través d’aquesta linea
enviem un pols com el la figura 1. Volem calcular quin sera el senyal rebut.

R

Vin—/VV\V'— Vout

T~ C

Figura 5: Circuit equivalent a la linea de transmissio.
1. Demostrar que I'equacié diferencial que compleix vout €s

AV oyt (1) _ 1
Lol (ue(®) + v1a(0)

2. Com cal triar el pas h per fer-ne la integracié numeérica.
3. Integrar I'equacié diferencial numeéricament.
4. Ens pot ajudar el resultat del problema anterior a calcular v,,;? Com?

Les dades s6n
V 500 mV
a 1us

R 50 Q
C 20 nF

Solucio

Comencem buscant I'equacié diferencial que compleix el circuit de la figura. Per la llei
dels nusos, la suma de les diferéncies de potencial en el circuit ha de ser zero. Aixi,

Vin — VR — Voutr = 0 (16)

en qué Vg és la caiguda de tensi6 a la resisténcia. Per la llei de Ohm, sabem que
Vrp = Ri
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en que i és la intensitat de corrent que circula pel circuit. Per la llei de conservaci6 de
la carrega eléctrica, aquesta intensitat s’ha de correspondre amb variacions de la
carrega acumulada en el condensador q,
. _dq
[=—
dt

La carrega acumulada en un condensador és proporcional a la diferéncia de potencial
en els extrems,

q = Cvoye
Si recopilem totes aquestes relacions i les introduim en 'equacié 16, obtenim

dv
vin — RC d‘:‘t — Vo =0 (17)

Aillem el terme de la derivada per deixar I'equacio6 en la forma habitual,

dVou 1
UTt(t) = ﬁ (_Vout(t) + Vin(t)) (18)

Per tal d’integrar aquesta equacié diferencial cal que determinem quin és el pas de
integracié temporal h. Per fer-ho, identifiquem les constants de temps de I'equacié.
D’una banda, tenim la constant de descarrega del condensador T = RC = 10°s. D’una
altra banda, tenim a que ens indica la durada del pols que introduirem a la xarxa.
Tenint en compte les dades del problema, les dues constants de temps so6n iguals. Per
aixo triarem h 10 cops més petita que T 0 a,

h=10"7 =0.1us
Un cop triat el pas d’integracié, fixem-nos que I'’enunciat no ens especifica cap condicié
inicial. Si ho mirem des del punt de vista del sistema de transmissid, volem pensar que

el condensador estara descarregat quan el pols comenci a passar per la linea. El pols
comenca en t = -1ps. Per tant, triarem com a condicié inicial que

q(t = —1ps) =0 = vy (t = —1pus) = 0

El métode numeéric d’integracié de I'equacié diferencial ens donara el valor de la tensié
Vout(t) €n un conjunt discret d’instants de temps t«. EIs anomenarem

Vout (k) = vy (k)
Els instants de temps tx corresponen a avancgar k passos de durada h des de I'instant
inicial to,
tk = tO + kh

En el nostre cas i per tal de simplificar, comptarem el temps en unitat de microsegons i
les tensions en volts. Aixi tindrem que

h =01, to = —1, Vout (0) = Voue(to) =0, Vo =0.5

Pel que fa a la tria del métode, ens decantarem pel més senzill que és el métode de
Euler. Recordem que per una equacio diferencial genérica
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dx - et
— =/t
el métode ens proposa com a solucio,
x(k + 1) = x(k) + hf (tg, x(k))

En el nostre cas, aixo es tradueix en

Vout(k +1) = vy (k) + %(_vout(k) + Vin(tk)) (19)

h
Vout (kK + 1) = vy (k) (1 - R) + Evin(tk)

A tall de comparacié podem estudiar també un métode més precis com és el métode
de Runge Kutta de segon ordre, que proposa com a solucio,

x(k +1) = x(k) + hf (ty + g,x(k) + gf(tk,x(k)))

Per a I'equaci6 18, aixo és,
h h
1]out(k + 1) = vout(k) + E(_vout(k) ey

h
2RC (_Uout(k)‘l'vin(tk)) + v, (tk + E>)

h h? h h h
Vout (K + 1) = vope (k) | 1 — et 2(R0)? + E(Vin (tk + E) - ﬁ) Vin(tk)

(20)

Per tal de poder observar correctament la carrega i descarrega del condensador
integrarem durant un temps corresponent diverses 1. En concret, farem 50 passos de
integracio, és a dir, 51 des de l'instant inicial t, = -1. Els resultats de I'algoritme numeéric
es poden veure en la taula1 i graficament en la figura6. Tot i que les dades
s’exhibeixen amb una precisié de cinc xifres, recordem que el métode de Euler és un
meétode d’ordre 1 i per tant, I'error esperat és d’ordre h2, és a dir 0.01. El métode RK2,
en ser d’ordre 2, té un error esperat d’ordre h® o sigui 0.001. No ens creuriem doncs
més enlla del segon decimal...

Podem observar com ambdds métodes donen resultats similars, particularment en els

primers instants de I'evolucio, tot i que al final divergeixen lleugerament. Aixd és una
consequéncia de 'acumulacié de 'error a cada pas.

97


file:///J:/DILL/Numeric/ExercicisDILLnumeric/ExosDILLnumeric.html%23x1-541
file:///J:/DILL/Numeric/ExercicisDILLnumeric/ExosDILLnumeric.html%23x1-536

LaSaIIe%n Line
ENGINYERIES

| Integracio pel metode de Euler | | Integracio RK 2 |
0.4sF °45;
0.45— 0.45—
ossé °35;
uaé 03;
025; 025;
&2; &2;
0.155— 0.15}
0.15— 0.15—
0.05F 0.05-
o;lllIlIllllIlIIIllllllllllll o;lIIIIIlllllllllllllllllllll

-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4

Figura 6: A I'esquerra, grafica de v, integrada pel métode de Euler. A la dreta, grafica
de v, integrada pel métode RK2.

temps (us) Vout (Euler) Vout (RK2)

-1.0 0 0

-0.9 0.05 0.0475
-0.8 0.095 0.0904875
-0.7 0.1355 0.129391
-0.6 0.17195 0.164599
-0.5 0.204755 0.196462
-0.4 0.234279 0.225298
-0.3 0.260852 0.251395
-0.2 0.284766 0.275012
-0.1 0.30629 0.296386
0.0 0.325661 0.31573
0.1 0.343095 0.333235
0.2 0.358785 0.349078
0.3 0.372907 0.363416
0.4 0.385616 0.376391
0.5 0.397054 0.388134
0.6 0.407349 0.398761
0.7 0.416614 0.408379
0.8 0.424953 0.417083
0.9 0.432457 0.42496
1.0 0.439212 0.432089
1.1 0.395291 0.39104
1.2 0.355761 0.353892
1.3 0.320185 0.320272
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14 0.288167 0.289846
1.5 0.25935 0.262311
1.6 0.233415 0.237391
1.7 0.210074 0.214839
1.8 0.189066 0.194429
1.9 0.17016 0.175959
2.0 0.153144 0.159242
2.1 0.137829 0.144114
2.2 0.124046 0.130424
2.3 0.111642 0.118033
2.4 0.100478 0.10682
2.5 0.0904298 0.0966722
2.6 0.0813868 0.0874884
2.7 0.0732481  0.079177
2.8 0.0659233 0.0716552
2.9 0.059331 0.0648479
3.0 0.0533979 0.0586874
3.1 0.0480581 0.0531121
3.2 0.0432523 0.0480664
3.3 0.0389271 0.0435001
34 0.0350344 0.0393676
3.5 0.0315309 0.0356277
3.6 0.0283778 0.032243
3.7 0.02554 0.02918
3.8 0.022986 0.0264079
39 0.0206874 0.0238991

Taula 1: Resultats dels algoritmes numerics.

Finalment, podriem pensar que el resultat del primer problema ens podria ajudar en la
resolucié d’aquesta equacidé diferencial. En efecte, en el problema anterior hem
calculat una aproximacié a la transformada de Fourier del pols que introduim en la
linea de transmissié. L’equaci6é diferencial que tenim correspon a la resposta d’un
sistema lineal a una entrada. Matematicament, podem avaluar la resposta de la linea
de transmissié en el domini temporal com la convolucié de la funcié de resposta del
sistema amb el senyal d’entrada. Si fem la transformada de Fourier, la convoluci6 es
torna un producte entre les transformades respectives. Per tant, podriem fer el
producte de la transformada que hem aproximat en el problema anterior amb la funcié
de resposta de sistema resisténcia-condensador, que és un simple filtre passa-baixes.

L’aproximacié no ens és util pero ja que el filtre passa-baixes és sensible a freqiiéncies
en qué laproximaci6 no és acurada. En efecte, la freqiéncia d’aquesta esta
relacionada amb la inversa de 1 és per tant de I'ordre del MHz. Recordem que tal com
hem resolt el primer problema, I'aproximaci6 és bona per a petits valors de w, perd per
a valors grans, la funci6é pes s’encarrega de suprimir les diferéncies. Per poder emprar
una aproximaci6 adient per resoldre el problema, caldria modificar la funcio pes.

Problema 11
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A I'hora d’avaluar la probabilitat pel modul d’'un senyal amb un fading de tipus Rice,

trobem la funcio.
2T

Iy(z) = % dé exp (z cos (0))

0

Interpolar la funcio lo(z) en I'interval [0, 2] amb un polinomi d’ordre 2.

Solucio

Per tal d’interpolar la funci® amb un polinomi d’ordre 2, necessitarem calcular la
integral en tres punts dins d’aquest interval. Evidentment, existeixen una infinitat de
tries possibles, perd considerarem les dues més habituals: be agafem els punts
equiespaiats, amb la qual cosa, farem servir les abscisses,

ZO=O, ZI=1' Z2=2,

be emprem abscisses de Txebitxev. En aquest cas, cal primer fer un canvi de variable
que ens porti a I'interval [-1,1]. Definim, doncs,

z'=z—-1

Les abscisses de Txebitxev, correspondran als zeros del polinomi de Txebitxev d’ordre
3. En general, els zeros del polinomi de Txebitxev d’ordre n sén,

, 2k +1
z', = cos T, k=01,.......n—1
2n
Aixi, tindrem,
, T , T , 5
= cos—, = cos—, = coSs—
Z 6 Zq 2 Z 9 6

i per tant, les abscisses d’interpolacio, en termes de z ens queden,

V3 V3
7, Zl=1, Z2=1+_

=1-
Zy )

Fixem-nos que hem reordenat les abscisses per tenir-les en ordre creixent.

La funcié que hem d’integrar varia molt de forma en funcié del valor de z: en la grafica
podem observar I'integrand per diversos valors de la variable.
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| La funcio aintegrar |
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0.2

OIIIIIIIMIIIIIIIIIII
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o

Figura 7: L'integrand pels valors z =0,z =1 iz = 2. Observem que la funci6 oscil-la
més com més gran és z.

De cara a calcular la integral en els diferents punts, disposem de diverses opcions.
Com que la integral és regular (no és impropia), la podem calcular per métodes com el
del Trapezi o el de Simpson, o bé, fer servir quadratures de Gauss. De fet, tenim dues
opcions per fer servir quadratures de Gauss.

La primera consisteix senzillament a realitzar un canvi de variable que ens porti
lintegral a linterval [-1,1] i tot seguit fer servir les féormules amb les abscisses
habituals, zeros del polinomi de Legendre. Seguint aquest cami, tindrem,

1 2T
Iy(2) = - do exp(zcos(Q)) (21)
0

Si definim,
6
t=——1=0=n(t+1)
s
ens queda,
1t 11
Ih(2) = Ef dt exp (zcos(n(t + 1))) = Ef dt exp(zcos(—nt)) (22)
-1 -1

Si ara efectuem l'aproximacio,

Iy(z) = ISt (2) = Z Ay %exp (zcos(—mty))
k=0

Per n=1, dues abscisses,
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Xo = 3’ o= 1L X1 = 3’ 1=
ens queda,
V3
185 (z) = exp (—Zcos?n> (23)
Per n=2, tres abscisses,
3 5 8 3 5
Xg = — g, A():g, x1—0, A1=§, Xy = g, Azza

ens queda,

6L 1 3
I;"(z) = 5 4exp(—z) + 5*exp| —zcos =7 (24)

Una alternativa per obtenir una quadratura de Gauss consisteix a treballar una mica la
integral de la manera seguent:

21

_ 2 -2 nd@ 0 ! 2nd9 0
Ih(2) = Efo df exp (z cos (0)) = EJ; exp(z cos(60)) + %L exp (z cos(0))

Ara, si fem un canvi de variable 8 — 0 + 11 en la segona integral,

1 (" 1 ("
Iy(2) = —f d6 exp(z cos (0)) + —f do exp (z cos(6 + m)),
2w J, 2w J,
1 (" 1 ("
= Efo d6 exp(z cos (8)) + EL df exp(—z cos(9)),

= %f:d& exp(z cos (0)) + exp (—z cos(0))

i arribem a

Iy(2) = %J”de cosh (zcos(0)) (25)
0

En aquesta integral podem fer el canvi de variable,
dx

V1 —x2

x = cos = df = —

i obtenim

1
Io(z)=% f D cosh(zx)  (26)

-1 1—x2

Reconeixem immediatament linterval i la funcié pes pels quals els Polinomis de
Txebitxev sén ortogonals. Per tant, podem realitzar una quadratura de Gauss fent
servir com a abscisses els zeros dels polinomis de Txebitxev amb les seves deltes
corresponents. Consultades les taules, trobem:
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2k+1 A= T
m+2 KT

X, = cos k=01,...,n. 27)

Aixi, per a una quadratura amb dues abscisses, tindrem,

T V2 3n V2
X9 = 005127,x1 = cosT= 5 Ay= Al:E

Quan ho apliqguem a la férmula 26, ens resulta,

IGTx_ln b \/E_l_n b V2
2= 2cos 22 2cos z2

i per tant,

1§ = cosh (z g) (28)

També podem optar per una quadratura amb tres punts. Obtindrem,

1 V3
57 = 31+ 2cosh (z 7) (29)

Finalment, podriem comparar aquests resultats amb el calcul pels métodes del Trapezi
i de Simpson amb n = 10. Els resultats numérics es resumeixen en la taula 2. Per tal
de comparar la precisid dels diferents métodes, s’han fet servir les abscisses z =
0, 1, 2. Les abscisses per realitzar la interpolacié de Txebitxev només s’han calculat
pel métode del Trapezi.

z lo(z) 1,6 | 5 1,57 357 T n=10 Sh=10

0 1 1 1 1 1 1 1
1-+3/2 1.00449

1 1.266066 1.27204 1.35094 1.26059 1.26602 1.26607 1.26588
1++3/2 2.07932

2 2.279585 1.618070 2.59820 2.17818 2.276384 2.27959 2.27304

Taula 2: Taula dels resultats pels diferents valors de z necessaris per a realitzar les
diverses interpolacions. lo(z) correspon al valor de la funcié llegit d’'un llibre de taules.
I,° és la quadratura de Gauss amb dues abscisses (Legendre). 15¢ és la quadratura de
Gauss amb tres abscisses (Legendre). 1,°™ és la quadratura de Gauss amb dues
abscisses (Txebitxev). 1;°™ és la quadratura de Gauss amb tres abscisses (Txebitxev).
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T 1=10 és la integral pel métode del Trapezi amb 10 intervals (11 abscisses). Finalment,
Sh=10 €s la integral pel meétode de Simpson amb 10 intervals (11 abscisses).

Els resultats més precisos venen donats per la quadratura de Gauss amb abscisses de
Txebitxev i (molt sorprenentment) pel métode del Trapezi. Aquest es un fenomen que
mereixeria un estudi més detallat.

En qualsevol cas, un cop disposem d’aquestes dades, podem passar a interpolar la
funcié. Per fer-ho podem emprar les dades obtingudes amb qualsevol dels métodes.
En qualsevol cas, per obtenir aquests niameros, emprarem els valor obtinguts pel

meétode del Trapezi. Escollim el métode de Newton per avaluar el polinomi
interpolador. La férmula general pel polinomi de segon grau és,

p2(x) = by + by (x — xo) + by (x — x0) (x — x1)

Si emprem les abscisses equiespaiades, tindrem

pye) = be% + %% + b %x(x — 1),  (30)

amb
bi® =1, bi%=0266066, b-?=0373727 (31)
Si emprem les abscisses de Txebitxev, aleshores,
2 2

pr¥(x) = bI* + bI¥ (x— 1+§>+b2TX<x— 1 +E> (x—-1), (32)

amb

bIX =1.00449, bT* =0.302039, bI* =0.367785 (33)

En la grafica 8 representem els dos polinomis interpoladors. No s’aprecien diferencies
substancials entre ells.
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| 1_0(x) interpolada |
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Figura 8: Els polinomis interpoladors.

Per tal de donar una idea de la qualitat de les dues aproximacions, podem comprar la
funcié lp(z) avaluada en un punt. Triarem, per exemple, z = 0.5. Tenim,

I,(0.5) = 1.063, pr?(0.5) = 1.040, p}*(0.5) = 1.048
Veiem que en aquest cas, el valor obtingut amb abscisses de Txebitxev és una mica
més acurat. Aixd, pero, pot dependre del punt concret en qué calculem. El que ens

asseguren les abscisses de Txebitxev és que ens minimitzaran I'error maxim de
interpolacio.

Problema 12

Un circuit eléctric molt sensible a la temperatura té com a funci6 de transferéncia,

_&t —&t
H(t) = e L (cosh (Bt)) LB", t=0,

i zero altrament. En el nostre cas, el valor dels parametres és
L =30mH, R,=30Q, R;=15Q, B =1000Hz

Volem avaluar la transformada de Fourier d’aquesta funcié de transferéncia,

H(w) = foodte_j“’tH(t).
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Per a aquest objectiu, introduim la formula d’Euler, €* = cos x + | sin x, en I'expressio
anterior i obtenim,

H(w) = foo dt cos(wt)H (t) —jfoo dt sin(wt) H(t).

1. Avaluar la part real de la funci6 de transferéncia pels valors w =0, w = 1000 i w

=10°.

2. Avaluar la part imaginaria de la funcié de transferéncia pels valors w = 0, w =
1000 i w = 10°.

3. Per quins d’aquests valors la integral que heu calculat és més precisa? Per
que?

4. Quins valors de w necessitarieu per dibuixar el diagrama de Bode?

Solucio

Volem calcular la transformada de Fourier de la funci6é de transferéncia tot separant la
part real i la part imaginaria. Per aix0, partim de la formula,

oo

H(w) = J.OO dt cos(wt)H (t) —jf dt sin(wt) H(t).

— 00

Si substituim I'expressié de H(t), ens quedara,

[ee)

—&t _& e _&t —&
H(w) = dt e "L cosh(Bt) LPcos (wt) —jf dte L cosh(Bt) LPsin(wt).
0 0

Fixem-nos que, com que la funcio de transferéncia val zero per valors negatius de t, el
limit inferior de la integral passa a ser zero.

Les integrals que ens apareixen, les calcularem numéricament. Com que sén integrals
impropies de primera espécie i en l'integrand ens apareix una exponencial, optarem
per calcular-les amb una quadratura de Gauss amb abscisses de Laguerre. Per tal que
ens aparegui explicitament la funcié pes e, farem un canvi de variable,

Roy ety ar=ty
= — e d = — = —_— .
T L ROT' Re T
Ens queda,
_Ry
H(w) L f°°d . h(/}L ) LB (wL )
W) =— Te Tcosh|—1 cos (—+
Ry Jy Ro Ry
Ry
L [ BL \ LB wlL
—j—f dte *cosh (—T) sin (—T)
Ry Jy Ry Ry
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Si ara substituim el valor dels parametres del nostre problema, tenim,

@ 1
H(w) =107° f dt e “cosh(t) 2cos (103 wt)
0

© 1
—j1073 f dt e "cosh(t) 2sin(10 3 wT).
0

Si emprem una quadratura de Gauss amb abscisses de Laguerre, tindrem,

n
1
H(w) =1073 Z Aycosh (1) 72(cos(10 3 wty) — j sin(10 3 wty))
k=0

D’entrada, cal que calculem aquesta expressid pels tres valors que ens demana
I'enunciat. Ho fem amb una quadratura de Gauss de tres punts

Tk Ay

0.41577 45567 0.71109 30099
2.29428 03603 0.27851 77336
6.28994 50829 0.01038 92565

Obtenim els valors
w ReH(w) ImH(w)
0 0.806904 0

10° 0.541989 0.368665
10° 0.394947 0.701848

que cal multiplicar pel factor 10° que hi ha davant de les integrals. Si observem les
funcions que hem hagut d’integrar (en la figura9 podem veure les funcions
corresponents a la part real), per als dos primers valors de w sén prou suaus, pero per
al darrer, w = 10°, la funci6 presenta fortes oscil-lacions. Aixo fa que el resultat obtingut
amb la quadratura de Gauss sigui poc fiable, ja que no pot recollir el detall de la funcié.
Si intentem fer una avaluacié de la integral (sense el factor multiplicador 10°) pel
métode de Simpson, obtenim un valor de l'ordre de 10°. Aixd vol dir que les
oscil-lacions provoquen fortes cancel-lacions i fan que la integral, practicament s’anul-li.
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Figura 9: A dalt, les funcions a integrar per la part real de la funcié de transferéncia per
valors de w 0 i 1000. A baix, per w = 10°.

Si volguéssim calcular el diagrama de Bode d’aquesta funcié de transferéncia, caldria
avaluar la integral amb la precisié6 adequada. Tal com hem pogut observar amb la
mostra prévia, técniques com les quadratures de Gauss ens poden donar bones
aproximacions per valors de w de fins a 10* perd a partir d’aqui, les oscil-lacions dels
factors trigonométrics ens obliguen a emprar d’altres métodes. Cal ser curés amb
técniques com el Trapezi o Simpson, ja que les cancel-lacions poden posar problemes
amb les precisions de les maquines. Per avaluar aquesta mena de integrals s’han
desenvolupat tecniques especifiques (com ara les formules de Filon).

Problema 13

S’anomena factor d’array d’'un array d’antenes al factor entre el modul del camp
eléctric emeés per una antena i el resultant de I'array,

Earray = (AF)EanTENA
Considerem un array de N antenes idéntiques com el de la figura 10. Estan separades

per una distancia d i alimentades per una intensitat de mateix modul, pero desfasada,
ln = 1o,
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Figura 10: Esquema de l'array d’antenes.

En aquestes condicions el factor d’antena és

sin%q’
(AF) =
1
st‘P

on
Y = kdcos(6 + B),

i k és el nombre d’ona. Separem les antenes d = A 4 : el producte kd ens dona,

kd = =
-2

Triem B = 0 i no desfasem les antenes. Disposem d’un array de N = 8 antenes.

1. Trobar una aproximacié per minims quadrats del factor d’array en funcié de
'angle 6 en termes d’un polinomi de segon grau. Discutir la tria de l'interval i de
la funcié pes.

2. Trobar una aproximacié per minims quadrats del factor d’array en funcié del
cosinus de l'angle 6, cos 0, en termes d’un polinomi de segon grau. Discutir la

tria de l'interval i de la funcio pes.

3. Quina de les dues aproximacions és més precisa? Per qué?
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Solucio

A partir de les dades dels parametres, si les substituim en les expressions de
'enunciat, ens queda que la funcié que cal aproximar és

sin (2mcos (0))

(AF) = —=
sin (Z cos(6))

Voldrem fer dues aproximacions per minims quadrats. La primera respecte de la
variable 0, la segona respecte de cosB. Sabem que 'aproximacié polindbmica optima
per minims quadrats I'obtenim tot truncant I'expansié de la funcié en termes de
polinomis ortogonals. Aixi, la nostra formula sera

(AF)(t) = agPy(t) + a; P1(t) + ayPr(t),

amb

2k+1 1
ae=— f_ldt(AFXt)Pk(t),

i Pk(t) son els polinomis de Legendre. D’entrada, i a falta de cap altre criteri per donar
més valor a un o un altre rang, hem triat com a funcié pes w(t) = 1. Amb aquesta funcié
pes, la familia de polinomis ortogonals que hem treballat, els polinomis de Legendre,
s’inscriu en l'interval [-1,1]. Per aixd, caldra fer un canvi de variable en la funcié que
volem aproximar per tal de portar la variable a aquest interval.

Atés que el problema presenta simetria axial respecte de I'eix de I'array d’antenes, els

valors rellevants de la variable 6 oscil-len entre 0 i 1. Per aixd definirem una nova
variable t,

t 29 1,- 0 7Tt+1
= —f — = —
T ’ 2( )

La nova variable t, efectivament, pren valors en [linterval requerit [-1,1]. Aixi,
aproximarem el factor d’array en termes de la nova variable segons I'expressio

sin <2ncos (% (t+ 1))>

(AF)(t) =
sin (%cos (% (t + 1)))
Tenint en compte que cos* i -sinx, podem simplificar I'expressioé anterior i
obtenir,
sin (21rsin (% t))
(AF)(t) =

G (31)
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D’aquesta manera, els coeficients ax de I'expansié en polinomis de Legendre els
calcularem amb les integrals

2k +1

in (enn (32

f 4P sin (%sin (%t))

g =

Recordem que els tres primers polinomis de Legendre (que ens donaran 'aproximacio
fins a segon grau) son,

Observem que tenen paritat definida, és a dir que Py(t) i Py(t) sén parells, mentre que
P4(t) és senar. Observem que (AF)(t) és una funcié parella. Aixi, la integral que ens
dona el coeficient a4 s’anul-lara, ja que correspon a la integral d’una funcié senar en un
domini simétric respecte de I'origen.

Passem a calcular les integrals. Ho podem fer mitjangant quadratures de Gauss, pero
el fet que la funci6é a integrar oscil-li i que, a més, l'integrand involucri polinomis de
Legendre fa que el resultat sigui poc fiable. Aixd ho podem comprovar tot comparant
amb el métode del Trapezi per 10 intervals. Els resultats que obtenim es resumeixen
en la taula seguent.

Metode () o>
Quadratura de Gauss 3 punts  3.24137 -9.51726
Trapezi 10 intervals 0.937161 -3.66829

L’aproximacié obtinguda la definirem doncs a partir d’aquests parametres,
(AF)(t) = ag + a P, (1),

o bé, en termes de 9,

2
(AF)(0) ~ ay + ayP, (;9 - 1)

Si plantegem I'aproximacié en termes de la variable x = cos0, aleshores la funcié a
aproximar és

. [

sin (Z X)

En aquestes circumstancies, la variable x ja es troba, naturalment, en l'interval [-1,1].
D’altra banda, si triem com a funcié pes w(x) = 1, a falta d’un altre criteri, de nou

tindrem una aproximacio en termes de polinomis de Legendre. Ara, pero, els
coeficients de I'aproximacio,

(AF)(x) = BoPo(x) + B1P1(x) + B2 Pp(x)
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els déna la integral,

2k+1 (1 sin(2mx)
Br = Tf dtPe(t) —F7—~
-1 sin (ZX)

De nou, observem que la funcié que s’ha d’integrar és parella i per tant, el coeficient 3
s’anul-lara directament. De nou procedim a calcular les integrals, tant amb una
quadratura de Gauss de tres punts com pel Trapezi amb 10 intervals amb les mateixes
precaucions que en cas anterior. Els resultats els resumim de nou en una taula.

Métode Bo Bz
Quadratura de Gauss 3 punts  2.59509 -10.8098
Trapezi 10 intervals 1.81379 -5.96565
[ |
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] 2
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2
0
0
2 -1
¥ -2
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Figura 11: Les funcions i llurs aproximacions. A dalt, en funci6 de t, amb els coeficients
obtinguts per quadratura de Gauss (al mig) i Trapezis (a la dreta). A baix, en funcié de
X = cos 0.

En la figura 11 podem observar les funcions que volem aproximar i les respectives
aproximacions donades pels coeficients calculats per tots dos métodes. Clarament
observem que es tracta de funcions parelles i amb oscil-lacions que provocaran
cancel-lacions entre termes positius i negatius en la integral.

Respecte de la precisié d’aquestes aproximacions, podem afirmar que les dues sén
valides fins a polinomis de grau 3. En efecte, si afegissim un nou terme a I'expansi6 en
polinomis de Legendre, el de grau 3, a causa de la paritat d’aquest, el seu coeficient
s’anul-lara de la mateixa manera que ho ha fet el coeficient del polinomi d’ordre 1. De
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tota manera, i observant les grafiques, no podem afirmar que I'aproximacio sigui gaire
bona. A partir d’aqui, I'avaluacié de la precisi6é cal fer-la en termes del tipus de calcul
que vulguem abordar.

Tal com I'hem plantejat, I'expansié en termes de la variable t pesa amb igual pes tots
el valors de I'angle: per entendre’ns és com si féssim un mostreig regular del angles.
Per altra banda, I'expansio en la variable x ho fa amb tots els valors del cosB, és a dir
amb les projeccions sobre 'eix de I'array d’antenes. Aixo vol dir que si hem d’abordar
algun calcul respecte de I'angle sera millor la primera aproximacié, mentre que si ho
volem respecte de I'eix de 'array, és millor la segona.

Per tal d’obtenir una aproximacié en termes del cos@ que pesés d’igual manera tots els
angles, caldria introduir una funcié pes que compensés els efectes distorsionadors del
cosinus. Aquesta funcio pes seria

que donaria lloc, precisament, a una expansi6 en termes de Polinomis de Txebitxev.

Problema 14

Considerar la integral

= ! 7rd19 i ind
J(2) = ;J; sin (zsind)

Quant val la correcci6é del primer terme de la série de Euler-Mc Laurin al calcul de la
integral pel métode del Trapezi amb h = w4 ?

Solucioé

Si tenim una integral

I = andxf(x),

Xo

la formula d’Euler-McLaurin que doéna la correccié a I'aproximacié pel métode dels
Trapezis és
h2k+2

R=—) — B
(2k + 2)1 2k+2
k=0

(F@D () = F@HD (),

sent B; els numeros de Bernouilli i h el pas de integracio. El primer terme d’aquesta
série és doncs

B
Sy =5 h*(f' () = £ (x0)).
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Per una banda, sabem que B, = 1/6. Per l'altra, en la nostra integral, h = 4. La funcié
a integrar és

flx) = %sin(z sin9)

i per tant,
1
f'(x) = —Ezcosﬁcos(zsim?).
Tenim, doncs,
‘@=2, f0)=-=
f o’ -

i finalment,
2

1 /m zZ Tz
Si=—=(+) 2—=—.
! ( ) T 96

Idénticament, demostrar que per
1 s
J(2) = —J. d9 cos(zsing),
T Jy

la primera correcci6 val
51 = 0

Problema 15

Sigui la integral

[ee] xz
f dxe™™* (——2x+1>.
0 2

Quant val la quadratura de Gauss de dos punts ?

Solucioé

Atés que els limits d’integracié sén 0 i « i que, a més, observem la preséncia de la
funci6 e™ en lintegrand, realitzarem la quadratura de Gauss amb els zeros dels
polinomis de Laguerre i les seves deltes corresponents. Aixi,

o) xz
1=f dxe™|(——-2x+1) =1,
0 2

on

2 2
G X0 X1
12 =A0 7—2x0+1 +A1 7—2x1+1,
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amb
xo = 0.5857864376,
x; = 3.4142135624,
Ao= 0.8535533906,
A= 0.1464466094.

Casualment, observem a 'hora de calcular que 'accié del polinomi sobre xq i x4 dbéna
aproximadament zero. Aixd és perque el polinomi é€s multiple del polinomi de Laguerre
L2(x),

x2
Lz(x)=x2—4x+2=2(7—2x+1 )

Per aix0, aquesta aproximaci6é ens doéna zero. Si fem I'aproximacié amb més punts, el
resultat sera diferent de zero.
Idénticament, comprovar que per :

I = f dxe *(x% + 4x + 2),
0

tenim

Problema 16

Sigui un canal binari on es transmet un 1 amb probabilitat p i un zero amb probabilitat
(1 -p). Estadisticament, avaluem p amb un error e,. Quant val propagaci6 lineal de
I'error sobre I'entropia del canal,

S=-plnp—(1-p)In(l -p)?

Solucioé

La férmula de la propagacio lineal de I'error ens diu que

ds
€Eg = |% Ep.
Si calculem, la derivada, obtenim,
das 1 (p - 1)
— = 1]n
dp 14

Finalment ens queda,
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Problema 17

Aproximem amb el criteri de la norma infinita el cosinus hiperbdlic

1
coshx = E(ex +e™),

en linterval [-1, 1], per una recta ax + b. Trobar els coeficients a i b.

Solucio

En aquest interval, tal com es pot apreciar en la figura, el cosinus hiperbdlic no és una
funcié monotona.

|_(exp(x)+exp(-x))i2_|
1.6

14

v

1.2

1

0.8

0.6

04

0.2

llllIIlIlllllllIlllllllllllllllllllllll

-0.8 -06 -04 -02 -0

o
-

Caldra doncs deduir especificament una solucié pel problema. D’entrada, si pintem
una recta que talli la funcio, podem observar que hi ha tres punts candidats a tenir el
maxim error, -1, 1 i 0. Per tal d’equilibrar el valor de I'error en aquests tres punts, ens
caldra d’entrada que el pendent de la recta sigui 0. Aixi, assegurem que els punts -1 i 1
tindran el mateix error.

D’altra banda, com que la funcié val el mateix, per simetria en -1 i en 1, cal situar la
recta constant entremig dels valors de 0 i de 1. Aix0 és,

b = cosh(0) + % (cosh(1) — cosh (0))

Ens queda,

=0 b—1+1(1+ )
a=y, —2 46 e .
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Problema 18

L’equacié que governa l'aturada d’'un motor de corrent continu al qual no s’aplica cap
tensio és
dw

0650,
dt @

en qué w és la velocitat angular del motor. Integrem aquesta equacié diferencial pel
meétode d’Euler amb una condicio inicial w(0) = 3. Quin dels seguents valors de h és el
meés gran que permet calcular w amb una precisié de 0.05en t = 1s?

Solucio

Aquest problema és idéntic a un dels problemes de resolts de la col-leccié: només cal
substituir el valor de la constant del problema per 0.65. Si es repeteixen els passos de
la solucio, cal trobar que la precisi6é requerida s’assoleix fent 7 passos. Amb 5 passos
no hem arribat encara a I'’error demanat i amb 10 el complim amplament.

Per

do _ 0.95
ac - O w,

la precisié minima s’assoleix fent 11 passos.

Problema 19

Volem fer I'aproximacié per minims quadrats del sinus hiperbdlic,
1
sinhx = 3 (e* —e™),

en l'interval [-1, 1] amb funci6 pes w(x) = 1, per una recta ax + b. Descomposem ax + b
com a suma de dos polinomis de Legendre,

ax + b = agPy(x) + a;P;(x)

Quant valen els coeficients ag i a4 ?

Solucio

D’entrada, recordem que els dos primers polinomis de Legendre sén,
Py(x) =1, Pi(x)=x.
Els coeficients de I'aproximacié per minims quadrats sabem que s’obtenen projectant

la funcié sobre el polinomi ortogonal, en altres paraules, fent-ne el producte escalar
convenientment normalitzat,
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2i+1
a; = 2

1
f dx sinh x P; (x).
-1
A nosaltres ens interessen els dos primers.
1t 1t
ay = —f dx sinh x Py(x) =—f dx sinh x.
2], 2)_,
Com que el sinus hiperbolic és senar, aquesta integral s’anul-la.
3 (1 3 (!
a, = —f dx sinh x P; (x) =—f dx x sinh x.
2], 2)_,
Tot fent servir que I'integrand és ara una funcié parella, tenim que
1
a; = BJ. dx xsinh x .
0

Aquesta integral la podem avaluar per parts i obtenim,
a; = 3e~ L.
Resumint, tenim,

ap=0, a; =3e 1 =1.1.

Si aproximem ara el cosinus hiperbdlic, trobarem que

1
ag = E(e —e =12, a, =0.

Problema 20

Mostregem la resposta impulsional h(t) d’'una linea de transmissié que suposem lineal,
invariant en el temps. El periode de mostreig és T = 0.5s. Obtenim les dades seglients.

t 0.0 05 1.0 15 20 25 30 35 40 45 5.0
h(t)  0.000 0.172 0.239 0.249 0.233 0.204 0.173 0.144 0.117 0.094 0.075
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| Funcio de transferencia en el domini temporal |

0.25

0.2

0.15

0.1

Suposem que aquest sistema no te zeros i és de segon ordre. Per aixo volem intentar
interpolar

h(s)

amb un polinomi de grau 3, on h(s) és la transformada de Laplace de h(t),

h(s) = fmdte‘“h(t).
0

1. Suposem que h(t) és positiva i que tendeix a zero quan t — «. Si acotem h(t) <
0.075 per t > 5, trobar I'error maxim que es comet aproximant h(s) per

5
J dte Sth(t).
0

Triar raonadament les abscisses d’interpolacio s;.

Calcular les integrals h(s;).

Interpolar 1h(s)).

Avaluar l'error de la precisié de les dades sobre el calcul de les integrals i els
coeficients del polinomi interpolador.

aRhoN
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Solucioé

Volem avaluar la transformada de Laplace
h(s) = f dte Sth(t),
0

d’'una funcié mostrejada, h(t), de la qual en tenim valors fins a t = 5.0. Aix0 comporta
que haurem d’aproximar les integrals que realitzem per

5
h(s) = f dte=th(0),
0

i, per aixo, estarem cometent un error
E(s) = f dte th(t),
5

Tot observant la figura, i a partir de les suposicions del problema, podem dir que, en
qualsevol cas, pert> 5.0

0 < h(t) < h(0.5) = 0.075.

Podem traslladar aquesta cota al calcul de la integral i afitar el valor de E(s). Per una
banda, i com que I'integrand és positiu, sabem que E(s) > 0. Per l'altra,

® 0.075

% o 1
E(s) = f dte™th(t), < 0.075[ dte™t, < 0.075 [—;e‘ss] , < e = e(s).
5 5 5

S

Fixem-nos que quan s —«, ¢(s) — 0, perd també que quan s — 0, €(s) —»~. Com que
haurem de treballar amb valors petits de s, I'error comés pot ser gran. Podem fer una
estimacié rapida dels valors de €(s). Aixd ens pot ajudar a trobar els valors de s amb
els quals hem de treballar. En efecte, tenim,

s 0.1 0.5 1.0 15 2.0
€(s) 0.5 0.01 5.10" 3-10° 2-10°

D’aquesta taula podem veure que, a partir de s = 1, la cota de I'error sera més petita
que l'error de precisié de qualsevol de les dades h(t), que és 1 - 10°. Aixd ens fixa, per
sota, el rang dels valors de s on triar les abscisses d’interpolacié.

El limit superior ens el fixa la frequéncia de mostreig, f,, = 2Hz. Qualsevol informacié
sobre el contingut freqlencial de h(t) a freqiéncies més altes ha desaparegut i per
tant, no te sentit fisic triar s massa grans. De fet, el teorema de Nyquist ens diu que la
freqiéncia més alta de qué tindrem informacié és la meitat de la freqiiéncia de
mostreig, és a dir THz. Com que s esta relacionat amb les freqiiéncies angulars, aixo
ens déna un limit superior

Smax = 2w+ 1 = 6.
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Per fer una interpolacié amb un polinomi de grau 3, ens caldran 4 abscisses, dins del
rang s € [1,6]. Per una banda, com més petites, més acurada és la informacié
proporcionada pel mostreig de h(s), perd0 com més grans, més petit és €(s). Sota
aquests criteris, hi ha una infinitat de tries possibles, des d’equiespaiades entre, per
exemple, 1 i 3 fins a distribuides segon les abscisses de Txebitxev en el mateix
interval. De fet, si suposem que el sistema és de segon ordre sense zeros, 1h(s)
hauria de ser un polinomi de segon grau i per tant, qualsevol tria d’abscisses hauria de
donar el mateix resultat.

Per simplicitat, triarem les abscisses equiespaiades, a partir de s = 1. Ho farem amb
dos passos 0.5i 1 i en compararem els resultats.

A T'hora de calcular les integrals, ho podem fer pels métodes del Trapezi o de
Simpson. D’entrada, veiem que, en ambdoés casos, I'error procedent de la precisioé de
les dades sera el mateix per ambdés métodes. En efecte, si sabem els valors d’una
funcié amb precisio € i calculem una integral pel métode del Trapezi,

1 1
= h(5FG0) + ) + o+ [ o) + 5 f (),

la propagacié lineal de I'error, ens déna que
1 1
&r = h(56+s+~--+e+ze) = nhe = (x, — xp)¢.

Evidentment, estarem menyspreant I'error numeric en h.

Suposem que les t no tenen error. Per tant, h no acumula error i a més, podrem
calcular les exponencials amb prou precisié6 com perqué I'error dominant sigui el de les
h(t). De la taula de dades, i manca de més informacio, estimem I'error de les h(t) en 10
®. Aixi, quan calculem I'error induit sobre les integrals, trobem que

er =5.0-10"3 ~ 5-1073.

Aquest error és superior al que tenim pel fet de truncar les integrals en t = 5, pels
valors de s triats.

A I'hora de decidir si calculem les integrals pel Trapezi o per Simpson, estudiarem quin
és l'error induit pel métode. Per tal de trobar-ne una estimacio, calcularem per s = 1.
Per a aquest objectiu, avaluarem les integrals, amb un cert nombre d’intervals, i amb el
doble. En efecte, sabem que, pel Trapezi,

h 2
I = I, + ah? I=12n+a(z) .
Aillant i restant, obtenim, que I'error del métode sobre la integral amb 2n punts és

1, 1
Zah 25(1211_171)-

Per Simpson, tindrem
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h 4
I = I, + ah? I=12n+a(z) .
Aillant i restant, obtenim, que I'error del métode sobre la integral amb 2n punts és

1 h4—1(1 L)
164 T gV T i)

Si calculem h(1) pel Trapezi, amb n =5in =10, trobem
1
Lo = 0.1562, Is = 0.1300, Zahz = 0.0087.
Per Simpson,
1
Iip = 0.1649, Is = 0.1511, Eah‘* = 0.00009.

En el cas del Trapezi, I'error del métode és superior a I'error de la precisio de les
dades. Per aixo triarem Simpson per fer les nostres integrals i mantenir I'error de
precisi6é de les dades com a dominant.

Avaluem ara la resta d’integrals. Recordem que, per calcular-les, hem d’avaluar els
integrands, és a dir,

h
h(s) = 5(}’0 +2y1 + 2y, + o+ dypog + V),
on

yi = e Stih(t;).

Realitzem els calculs per diferents valors de s i obtenim la taula segtient.

S 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6

h(s) 0.165 0.098 0.064 0.044 0.032 0.023 0.017 0.013 0.010 0.008 0.006
1h(s) 6.06 10.2 15.7 226 315 429 573 758 994 130. 168.
Enes 018 052 12 26 50 9.2 16.  29. 49 84. 142.

Hem avaluat també I'error en el calcul de 1/h(s) a partir de la férmula de propagacié
lineal de l'error,

Ex
gl/x - F'

tot considerant que I'error sobre les h(s) és el procedent de la precisioé de les dades, 5 -
10°. Observem com l’error relatiu creix pels valors més grans de s.

Ara, ens toca interpolar. Interpolarem pel métode de Newton, amb la nomenclatura
habitual,
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p3(s) = by + b1 (s —sg) + by(s — 50) (s — 51) + b3(s — 50) (s — 51) (5 — 7).

Els coeficients b; els trobarem tot fent les diferéncies dividides.
Si triem els quatre primers valors de s,

1, 1.5, 2, 2.5,

pels quals I'error relatiu de 1/h(s) és més petit, obtenim,

bo b1 b, b3
6.06 8.30 2.58 0.34

Si triem uns altres valors de s, com,

1, 2, 3, 4,
obtenim
bo b1 b2 b3
6.06 9.59 3.14 0.60

Veiem que els resultats sén relativament semblants.

Observem que la hipotesi que el sistema podria ser de segon ordre, i per tant, que h(s)
hauria de ser un polinomi de grau 2 és relativament compatible amb els resultats. En
efecte, el coeficient b; és un odre de magnitud més petit que els altres.

Evidentment, cal confirmar aquest fet fent una rapida estimaci6 dels errors, si més no
per a la primera tria de valors. Recordem que les diferéncies dividides es calculen,
com el seu nom indica, fent una diferencia dels valors de la funci6 i després dividint per
una diferéncia d’abscisses. Si suposem que no tenim error en les abscisses, tot I'error
vindra dels numeradors. Aixi per exemple, si agafem

I, as-1/, @
by = 0.5 ’

la propagacio lineal de I'error ens diu que

€1, s &Y, ()
81 = O 5 =~

1.2.

Si procedim aixi per la resta dels coeficients, podem trobar que

&, = 4.6, g5 = 8.

Amb aquest error, el valor petit trobat per b; podria ben be ser compatible amb zero.

123



LaSaIIe%n Line
ENGINYERES

Universitat Reanot il ==

124



LaSaIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

Bibliog rafia

LLIBRES

Eines basiques de calcul numeéric

Aubanell, Anton; Benseny, Antoni; Delshams, Amadeu
Publicacions de la Universitat Autbnoma de Barcelona
Bellaterra, 1991

[Aubanell1991]

Calcul numeéric

Bonet, Carles; Jorba, Angel; Martinez-Seara, M.Teresa; Masdemont, Joaquim; Oll&,
Mercé; Susin, Antoni; Valéncia, Marta

Edicions UPC

Barcelona, 1994

[Bonet1994]

Numerical recipes in C

Press, William H.; Teukolsky, Saul A.; Vettering, William T.; Flannery, Brian P.
Cambridge University Press

Melbourne, 1997

[Press1997]

APUNTS

Problemes de Métodes Numeérics

Martorell, Josep Ma.; Sancho, Teresa
EALS

Barcelona, 2001

[Martorell2001c]

125



LaSaIIe%n Line
ENGINYERES

Universitat Reanot il ==

126



LaSaIIe%n Line
ENGINYERIES

Universitat Ramon Llull ==

Glossari

Error absolut
Diferéncia entre el valor exacte i 'aproximat d’'una certa magnitud.

Error relatiu
Quocient entre I'error absolut d’'una magnitud i el seu valor.

Interpolacio
Procediment pel qual es construeix una funcié (funcié interpoladora) que passa per un
conjunt de punts que pertanyen a una altra funcié (aquella que es vol interpolar).

Aproximacio

Opcibd que consisteix a construir una funcié que n’aproximi una altra tot minimitzant
una certa funcié error, que pot ser definida a partir de diferents normes (norma
euclidiana, norma del maxim,...).

Diferéncies dividides
Quantitats que es calculen a partir de quocients de diferéncies (d’aqui el seu nom),
definides de forma recursiva i utilitzades en métodes d’interpolacié.

Fenomen de Runge

Efecte propi dels polinomis interpoladors, que consisteix en el fet que aquests
polinomis aproximen molt malament la funcié que s’ha d’interpolar fora dels punts
utilitzats per construir-lo (abscisses d’interpolacio).

Pes, funcioé pes

Funcié de recorregut positiu per la qual estan ben definides totes les integrals dels
seus moments (integrals del producte amb poténcies de la variable). S’utilitzen per
donar més o menys importancia a una certa zona de l'interval en problemes
d’interpolacio, aproximacio, integracié numeérica,...

Norma
La norma d’un element és l'arrel quadrada del producte escalar d’aquest element per
ell mateix. En I'espai euclidia ens referim a la norma també com modul o distancia.

Delta de Kronecker
Distribuci6 de dos index que val la unitat si els dos index sén iguals, i zero en
qualsevol altre cas.

Polinomi monic
Polinomi que té el terme de grau més alt amb coeficient unitari.

Polinomis ortogonals, Ortogonals
Polinomis amb producte escalar nul, tenint en compte que el producte escalar és la
integral del seu producte, en l'interval del problema.
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Subintervals
Intervals en qué es divideix un altre interval més gran. Si les divisions sén fetes de
forma equiespaiada, tots ells tenen la mateixa longitud.

Pas
Representat generalment per la lletra h, longitud d’'un subinterval. Apareix en tots
aquells métodes en que es divideix un interval de treball en d’altres de més petits.

Residu
Error en un métode aproximat.

Singularitat
Una funcio té una singularitat en un punt si en aquest no esta ben definida, ja sigui per
una discontinuitat evitable, una asimptota vertical, etc.

Ordre, Ordre global
Es refereix a un métode d’un pas per resoldre equacions diferencials ordinaries, dona
una mesura de I'exactitud del métode numeéric.
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